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Introduction 



La notion de reecriture est omnipresente en informatique et en logique mathematique. En 
efFet, le concept de reecriture apparait des les fondements theoriques jusqu'aux realisations logi- 
cielles. La reecriture est utilisee pour definir la semantique operationnelle de langages de program- 
mation [Kah87] aussi bien que pour decrire la transformation de programmes [vdBvDK'^96]. La 
reecriture est utilisee pour calculer [Der85], implicitement ou explicitement comme dans Math- 
ematica [Wol99] ou OBJ [GKK+87], mais egalement lorsqu'on decrit par des regies d'inference 
une logique [GLT89], un prouveur de theoremes [JK86] ou un solveur de contraintes [JK91]. La 
reecriture est naturellement tres importante dans les systemes ou la notion de regie est un objet 
explicite du premier ordre, comme les systemes experts, les langages de programmation bases 
sur la logique equationnelle [0'D77], les specifications algebriques (e.g. OBJ [GKK+87]) et les 
systemes de transition (e.g. Murphi [DDHY92]). 

La reecriture 

Un exemple d 'utilisation de la reecriture tres simple mais tres souvent rencontre dans la 
pratique est le mecanisme "Rechercher/Remplacer". Tout editeur de texte dispose d'un tel me- 
canisme permettant le remplacement (i.e. la reecriture) d'une chaine de caracteres par une autre 
chaine de caracteres. 

Nous pouvons illustrer Tutilisation de ce mecanisme de remplacement sur un exemple con- 
sistant a transformer automatiquement des programmes ecrits en un langage initial ayant une 
construction conditionnelle "si <test> alors <instructions> fin" en des programmes ecrits 
en nn langage cible avec une construction conditionnelle de la forme "if (<test>) then {<in- 
structions> }". Cette transformation peut etre realisee facilement en remplagant les mots-cles du 
langage initial par les mots-cles du langage cible et ceci est represente par le systeme contenant 
les trois regies de reecriture : 



La transformation d'un programme en utilisant une telle approche implique trois applications 
du mecanisme "Reclierclier/Remplacer" correspondant a I'application des trois regies de reecrit- 
ure. Mais on dispose habituellement d'un mecanisme de remplacement des expressions regulieres 
permettant non seulement le remplacement des chaines de caracteres definies explicitement en 
precisant tons leurs caracteres mais aussi la transformation des chaines de caracteres respectant 
un certain motif. 

Dans notre exemple de transformation de syntaxe nous voulons remplacer directement une 
construction conditionnelle du langage initial par une construction similaire du langage cible en 



alors 



fin 
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transformant les mots-cles et la forme mais sans modifier les conditions de test et les instructions. 
Les expressions regulieres sons decrites en utilisant des caracteres speciaux et par exemple, nous 
pouvons transformer le motif "si \(- * \) alors \(- * \) fin" en "if (\1) then {\2}" ^. 

On precise ainsi que les chaines de caracteres correspondant au test et aux instructions dans le 
premier motif peuvent contenir n'importe quel caractere et que ces chaines sont utilisees dans le 
deuxieme motif aux positions correspondantes. Le meme comportement est decrit d'une maniere 
plus concise et plus claire par la regie de reecriture 

si C alors I fin — >■ if (C) then {/} 

L'application de cette regie a un programme consiste a chercher une instruction du programme 
qui est obtenue en instanciant les variables C et / du membre gauche si C alors I fin par des 
expressions appropriees et k remplacer cette instruction par le membre droit if (C) then {/} ou 
les variables C et / sont instanciees par les expressions obtenues precedemment. Par exemple, 
l'application de la regie de reecriture ci-dessus a I'instruction si a > h alors a = a—1 fin mene 
a I'instanciation des variables C et I par a > 6 et respectivement a = a — 1 et ainsi I'instruction 
initiale est reecrite en if (a > 6) then {a = a — 1}. 

Le mecanisme determinant les instanciations appropriees pour les variables est appele filtrage. 
Dans le cas des expressions regulieres seulement les motifs lineaires (i.e. les termes contenant 
une seule fois chacune de leurs variables) peuvent etre utilises dans le filtrage menant ainsi a 
un pouvoir d'expression limite. Dans la reecriture on n'impose pas une telle restriction et on 
considere des termes quelconques dans le membre gauche des regies de reecriture. 

L'application d'une regie de reecriture a un terme clos du premier ordre suppose le filtrage 
entre le membre gauche de la regie et le terme a reecrire et ensuite le remplacement des variables 
du membre droit de la regie par les termes obtenus par le filtrage. Mais le filtrage pent echouer 
et dans ce cas la regie de reecriture ne s'applique pas. D'un autre cote, un systeme de regies de 
reecriture (i.e. un systeme de reecriture) peut contenir plusieurs regies de reecriture qui peuvent 
etre appliquees a un meme terme. Les proprictcs des systemes de reecriture ainsi obtenus, comme 
la terminaison et la confluence, ne sont pas toujours verifiees et par consequent le comportement 
de ces systemes ne peut pas etre garanti. 

Considcrons par exemple une structure de liste construite en utilisant I'opcrateur ^ ayant 
des elements de la forme elem,(n) avec n un entier. La transformation des listes de telle maniere 
que tout element elem{0) precedant un autre element est elimine peut etre realisee en utilisant 
la regie de reecriture suivante : 

elem{0) ® x ^ x 

L'extraction du premier element d'une telle liste est decrite par I'operateur extract avec un 
comportement defini par la regie de reecriture : 

extract{elem{x) (8) L) — > elem{x) 

Dans le systeme de reecriture contenant les deux regies de reecriture presentees ci-dessus le terme 
extract{elem(0) (8) eZem(l) (g) elem(2)) est evaluee soit en extract(elem(l) (8) elem{2)) et puis 
en eZem(l), soit directement en eZem(O) et done, le resultat (la forme normale) n'est pas unique. 

Pour parcourir I'espace des resultats, une idee consiste a enrichir les systemes de regies par 
des constructions permettant de controler l'application des regies de reecriture. Ceci est realise 
generalement en ajoutant du controle sous forme de conditions, affectations locales, etc., aux 

^motifs utilises dans I'outil "Replace(Regexp)" d'Emacs correspondant Ei I'exficution de la commande UNIX 
sed s/si \(. *\) alors \(. * \) fin/if (\1) then {\2}/ 
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regies de reecriture ainsi qu'en introduisant une notion de strategie qui est utilisee pour dccrire 
le processus de normalisation. On obtient ainsi la notion de systeme de calcul [KKV95a] integrant 
les regies de reecriture et leur controle exprime sous forme de strategies. 

Le systeme de calcul pour les listes consiste en I'ensemble des regies de reecriture presen- 
tees precedemment et la strategie precisant que la regie de reecriture decrivant I'elimination 
de eZem(O) est appliqu6e avant celle pour I'extraction. Dans ce systeme de calcul le terme 
extract{elem{0) (8) elem{l) (8) elem{2)) est necessairement evalue en extract{elem{l) <Si elem{2)) 
et puis en elem,{l). Une autre possibilite de controler les reecritures consiste a ajouter une con- 
dition X 7^ a la regie de reecriture pour I'extraction. 

Puisque la semantique operationnelle des strategies pent etre exprimee en utilisant la reecri- 
ture [Bor98], il est naturel d'analyser la possibilite d'exprimer les deux systemes de regies et de 
strategies au meme niveau d'un calcul. 

On pent considerer qu'une regie de reecriture est une strategie elementaire et que les strategies 
generales sont construites en composant de telles strategies elementaires. Mais la reecriture est un 
calcul du premier ordre et son pouvoir d'expression n'est pas suffisant pour decrire directement la 
composition de regies de reecriture. Les mecanismes permettant de telles operations sont offerts 
par le A-calcul, un systeme de reecriture d'ordre superieur qui a ete introduit pour exprimer 
simplement la fonctionnalite. 

Le A-calcul 

Le A-calcul introduit par Church [Chu41] est un langage expressif possedant une semantique 
simple et sufRsamment puissante pour exprimer toutes les fonctions calculables. Une fonction 
est representee dans le A-calcul en utilisant une abstraction par rapport a ses arguments et 
I'application d'une fonction a un terme est realisee en substituant le terme a la variable abstraite 
correspondante. 

Dans le A-calcul de base I'abstraction est realisee par rapport a une variable et on n'impose 
aucune restriction de contexte pour les variables abstraites. L'application d'une A-abstraction 
Xx.t a un terme u consiste a substituer la variable abstraite x dans le terme t par le terme 
u, transformation appelee /^-reduction. On doit mentionner que cette substitution n'est pas un 
simple remplacement d'une variable par un terme mais doit tenir compte des eventuels conflits 
entre les noms des variables. Cette operation de substitution utilise I'a-conversion qui permet 
d'eviter la capture des variables. Elle est definie au meta-niveau du A-calcul. 

Le A-calcul avec motifs [P J87] enrichit le A-calcul avec une information de contexte permettant 
des motifs plus elabores qu'une simple variable dans I'abstraction. Dans ce cas, l'application d'une 
abstraction Xm.t ou m est un motif (terme du premier ordre) a un terme u necessite I'utilisation 
du meme mecanisme de filtrage que dans la reecriture. La substitution resultant du filtrage pent 
impliquer plusieurs ou aucune variable et non une seule comme dans le A-calcul de base oii le 
filtrage est trivial. 

Dans ce calcul nous pouvons definir les abstractions X{elem{0) x) . x et respective- 
ment \{extract{elem{x) ® L)) . elem{x) correspondant aux regies de reecriture utilisees 
precedemment pour les listes. Par rapport a la reecriture, les termes du A-calcul contiennent toute 
I'information necessaire pour leur evaluation et le A-terme decrivant I'extraction d'un element 

X{extract{elem{x) L)) . elem{x) {extract{X{elem{0) x) . a; {elem{0) (gi e/em(l) ® elem,{2))) 
est evalue en X{extract(elem{x) (8> L)) . elem{x) {extract{elem{l) (g) elem{2))) et puis en 
elem{l). 

Comme dans la reecriture, le filtrage pent echouer mais contrairement a la reecriture ceci est 
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represente explicitement en introduisant une construction FAIL qui est obtenue comme resultat 
d'une application avec 6chec. Par exemple I'application A(eZem(0) x) . re {elem{l) eZem(O)) 
ainsi que I'application de la regie de reecriture eZem(O) (8) x — > x an terme (eZem(l) (8) elem(0)) 
mene a un echec mais tandis que dans le premier cas ceci est represente par un resultat FAIL, 
dans le deuxieme cas il n'y a aucun resultat. 

II existe d'autres recherches relies a renrichissement du A-calcul avec des facilites de filtrage 
et on pent citer par exemple les travaux de Vincent van Oostrom [vO90] et Loic Colson [Col88]. 

Le non-determinisme 

Nous pouvons ajouter une regie de reecriture x (gi eZem(O) —^xau systeme de reecriture 
pour les listes permettant I'elimination des elements elem{Q) en fin de liste et ainsi, le terme 
(e/em(l) eZem(O)) est reduit en eZem(l) par rapport a ce systeme. 

On dit que le choix de la regie de reecriture a appliquer est non-deterministe et si plusieurs 
regies peuvent ctre appliquces a un terme alors plusieurs rcsultats, cventuellement difFcrents, 
peuvent etre obtenus. Un tel comportement a ete deja obtenu dans le cas du systeme de reecriture 
pour les listes. 

Une autre source de non-determinisme est I'utilisation d'une theorie de filtrage equationnelle 
dans la reecriture modulo classique [PS81]. En general, le filtrage dans une telle theorie n'est 
pas unitaire et des resultats differents pour le filtrage menent a des resultats differents pour 
I'application d'une regie de reecriture. 

Reprenons le systeme de reecriture pour les listes mais cette fois-ci en definissant I'opera- 
teur (8) comme etant associatif-commutatif, ce qui donne a notre objet une structure de multi- 
ensemble. Dans ce cas la regie de reecriture elem{0) ® x ^ x est suffisante pour decrire 
I'elimination des elements elem(O) quelque soit leur position dans le multi-ensemble. La regie 
de reecriture extract{elem{x) (8) L) — > elem{x) decrit maintenant I'extraction non du pre- 
mier element d'une liste mais d'un element quelconque d'un multi-ensemble et ainsi le terme 
extract{elem{l) (8) elem{2)) est evaluc soit en elem{l), soit en elem,{2). 

On s'interesse souvent au developpement des programmes deterministes et ceci pent etre 
facilement realise en reecriture en imposant un ordre sur la selection de la regie a appliquer et en 
utilisant seulement un filtrage syntaxique. Mais quand ces programmes sont executes dans un en- 
vironnement reel on obtient souvent des comportements non-deterministes qu'on veut representer 
et analyser. II existe de multiples domaines ou le non-determinisme et la possibilite de revenir en 
arriere pour effectuer des reductions alternatives sont essentiels. On pent ainsi mentionner, sans 
etre exhaustifs, la demonstration automatique, la resolution de contraintes, la programmation 
logique, la recherche des solutions optimales ou encore le model-checking. 

Dans toutes ces situations on s'interesse aux reductions possibles a chaque etape d'execution 
ou autrement dit a tons les resultats intermediaires de I'execution. Mais dans la reecriture la 
possibilite d'avoir plusieurs ou aucun resultat pour revaluation d'un terme par rapport a un 
systeme de reecriture ne pent pas etre exprimee explicitement. 

Le p-calcul 

L'objectif de cette these est done de proposer et d'etudier un calcul permettant la definition 
au meme niveau de representation des regies et des strategies ainsi que leur application et les 
resultats obtenus. 
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Ce calcul doit etre suffisamment puissant pour decrire le A-calcul et la reecriture. Nous con- 
siderons aussi les regies de reecriture enrichis avec des conditions et affectations locales et nous 
souhaitons exprimer des strategies construites en partant de telles regies de reecriture. Nous nous 
intcressons particulicrement a des strategies de normalisation par rapport a un ensemble de re- 
gies de reecriture. De plus, I'application de regies et strategies peut ecliouer ou mener a plusieurs 
resultats (differents) et nous voulons exprimer explicitement ces proprietes dans le calcul. 

Nous partons done des constructions du A-calcul, I'abstraction et I'application. Puisque les 
membres gauches des regies de reecriture sont des termes plus elabores qu'une simple variable 
il est naturel de considerer des abstractions avec des motifs autres qu'une variable. Afin de 
memoriser les resultats possibles de I'application nous pouvons utiliser une structure de liste 
(de resultats). Mais pour mettre en evidence la nature non-deterministe de I'application, c'est-a- 
dire la selection dans un ordre quelconque des regies de reecriture a appliquer, une structure de 
multi-ensemble ou I'ordre des elements n'est pas important semble plus appropriee. En plus, si 
le nombre de solutions identiques n'est pas essentiel, une structure d'ensemble peut etre utilisee. 
Dans une telle approche I'echec ou autrement dit le fait de n'avoir aucun resultat pour une 
application est represente par I'ensemble vide (de resultats). 

Nous introduisons le calcul de reecriture, appele aussi p-calcul. Dans ce calcul I'operateur 
d'abstraction ainsi que I'operateur d'application sont des objets du calcul. Une p-abstraction est 
une regie de reecriture dont le membre gauche precise les variables abstraites et une information 
de contexte. Le resultat de revaluation d'une application (d'une p-abstraction ou d'un p-terme 
plus elabore) est toujours un ensemble, qui est egalement un p-terme. Le mecanisme permet- 
tant d'instancier les variables avec leur valeur actuelle est le filtrage qui peut etre syntaxique, 
equationnel ou d'ordre superieur. 

Les proprietes principales que nous voulons obtenir pour le p-calcul sont la confluence et la 
terminaison. Puisque il existe une correspondance forte entre le A-calcul et le p-calcul on peut 
s'attendre a un resultat de confluence similaire dans les deux calculs mais nous remarquons im- 
mediatement que dans le p-calcul utilisant une theorie de filtrage du premier ordre cette propriete 
n'est pas vcrifice. Ncanmoins, la confluence peut etre retrouvee si une strategic d'cvaluation est 
utilisee pour guider les regies d'evaluation du calcul. Nous pouvons definir des strategies d'eval- 
uation tres simples au prix de restrictions relativement fortes sur les reductions possibles ou plus 
compliquees mais plus flexibles. 

En partant de la non-terminaison du A-calcul le mcme resultat est obtenu pour le p-calcul. 
Afin d'obtenir la terminaison nous procedons comme dans le A-calcul et nous definissons un 
systeme de types permettant d'eliminer les termes avec des reductions infinies. Nous partons 
d'une approche similaire a celle utilisee dans le A-calcul type et encore une fois les ensembles 
necessitent un traitement special. En se limitant a des ensembles ayant tous les elements d'un 
meme type et avec un bon choix pour les regies de typage, le p-calcul type est terminant. 

Une fois que nous avons defini les conditions nous permettant d'obtenir la confluence et 
la terminaison du p-calcul nous pouvons envisager de realiser une implantation du calcul. Nous 
considerons que les solutions du probleme de filtrage sont fournis independemment. Comme dans 
le A-calcul, dans le p-calcul I'application de substitution n'est pas une partie du calcul mais est 
definie au meta-niveau du calcul. La description de I'application de substitution est relativement 
simple mais le cout d'execution de cette operation n'est pas constant. En effet, la complexity 
de I'application d'une substitution depend de la forme du terme dans lequel elle est effectue. 
Deuxiemement, la correspondance entre la theorie et I'implantation devient non-triviale et la 
correction des implantations peut etre compromise. Nous utilisons done une approche similaire 
aux differentes versions de A-calcul avec substitutions explicites et nous decrivons I'application 
de substitution au meme niveau que I'application de regies de reecriture. 
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Nous montrons que le pouvoir d'expression du p-calcul est suffisant pour exprimer les re- 
ductions du A-calcul et de la reecriture du premier ordre. Mais nous ne nous arretons pas la et 
nous utilisons le p-calcul pour donner une semantique operationnelle aux regies et strategies du 
langage ELAN. En definissant le p-terme correspondant a un programme ELAN nous explicitons 
non seulement les operateurs du langage mais aussi le comportement de certaines constructions. 
Ceci nous permet de mieux comprendre les executions d'un programme ELAN et particulierement 
le traitement du non-determinisme. 

Plan du travail 

Apres cette introduction, le Chapitre 1 a pour but de rappeler les concepts utilises au cours 
de cette these avec notamment les termes du premier ordre, les substitutions, le A-calcul, la 
reecriture ainsi que le langage ELAN, un cadre logique dont le noyau est la logique de reecriture 
etendue avec la notion de strategies. 

Le chapitre 2 presente le pr-calcul au travers ses composants et montre des exemples d'u- 
tilisation du calcul general ainsi que des instances possibles du calcul de base. Nous decrivons 
la formation des p-termes et la fagon dont les substitutions sont appliquees sur ces termes. Les 
regies d'evaluation du p-calcul sont ensuite presentees en commentant nos choix et donnant des 
exemples de reductions. Le pr-calcul est le p-calcul parametre par la theorie de filtrage T et 
meme si dans le cas general, nous considerons un filtrage d'ordre superieur, dans les cas pra- 
tiques nous utilisons le filtrage syntaxique ou equationnel. Nous illustrons le comportement dans 
certaines instances du calcul general obtenues en precisant la theorie T par des exemples simples 
de pr-reductions. 

Le chapitre 3 est consacre a I'analyse des proprietes des relations induites par les regies 
d'evaluation et en particulier a la confluence du p-calcul. L'utilisation des ensembles de resultats 
pour representer le non-determinisme mene immediatement a des reductions non-convergentes et 
ainsi, le p-calcul n'est pas confluent si les regies d'evaluation ne sont pas guidees par une strategic 
d'evaluation. 

Nous nous limitons a I'analyse de la confluence du p0-calcul, c'est-a-dire le p-calcul utilisant 
un filtrage syntaxique. Nous definissons une strategic confluente generique simple a comprendre 
mais pas utilisable dans une implantation du p-calcul et ensuite nous proposons plusieurs strate- 
gies operationnelles definies en imposant des restrictions structurelles sur les p-termes a reduire. 
En partant d'une strategic confluente permettant la reduction de I'application d'une regie de 
reecriture seulement a un terme clos du premier ordre, nous presentons d'autres approches ou 
les conditions sur la structure des termes sont plus compliquees mais moins restrictives. 

Le chapitre 4 presente comment nous pouvons decrire dans le p-calcul des strategies de re- 
duction et, principalement, des strategies de normalisation. Afin d'exprimer des reductions deter- 
ministes, nous introduisons un nouvel operateur appele first qui a le role de selectionner parmi 
ses arguments le premier terme dont I'application a un p-terme n'echoue pas. Nous definissons 
le p^^'^-calcul en ajoutant cet operateur a la syntaxe et en decrivant son comportement par des 
regies d'evaluation. 

L'application d'une regie de reecriture en tete ou aux arguments d'un terme avec un cer- 
tain symbole de tete est decrite explicitement dans le p-calcul par un p-terme approprie. Nous 
montrons qu'il est possible de decrire I'application d'une regie de reecriture aux arguments d'un 
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terme independamment du symbole de tete en utilisant seulement les operateurs du /9-calcul. 
Nous d6finissons ensuite, en utilisant le /9^**-calcul, des operateurs decrivant I'application repeti- 
tive d'un terme en tete ou aux positions les plus profondes d'un autre terme et finalement nous 
decrivons la representation de strategies innermost et outermost dans le p^**-calcul. 

Le chapitre 5 est done consacre a I'utilisation des operateurs definis dans le chapitre precedent 
pour decrire des reductions realisees en A-calcul et en reecriture. La representation des A-termes et 
des reductions sous-jacentes en p-calcul est realisee en definissant des fonctions de transformation 
entre les termes des deux formalismes et en montrant que les reductions dans les deux calculs sont 
identiques modulo ces transformations. Nous decrivons ensuite les p-termes correspondant a des 
reductions en reecriture (conditionnelle). Ces termes peuvent etre construits soit en utilisant les 
preuves pour les reductions correspondantes en reecriture, soit en utilisant seulement les regies 
de reecriture appliquees dans les reductions respectives. 

En partant de la representation de la reecriture conditionnelle nous analysons la description 
en /9-calcul des regies et strategies du langage ELAN. Le langage ELAN introduit les affecta- 
tions locales de variables aux resultats de sous-derivations ainsi que des operateurs permettant 
la construction de strategies a partir des regies de reecriture. Nous decrivons les p-termes corre- 
spondant aux regies et strategies ELAN et nous montrons comment on pent construire le p-terme 
correspondant a un module ELAN. 

Le chapitre 6 est dedie a I'etude du p-calcul type. Le p-calcul non-type n'est pas terminant 
et afin d'eliminer les termes avec une reduction infinie nous imposons des restrictions sur la for- 
mation des p-termes en introduisant une information de type pour chaque terme. Nous utilisons 
une approche similaire a celle utilisee dans le A-calcul type et nous ajoutons des regies de typage 
pour les ensembles. Nous nous concentrons sur le typage du p0-calcul et nous montrons que la 
reduction de tout terme bien type est finie et preserve le type du terme initial. 

Le chapitre 7 a pour objectif d'ctendre le p-calcul en rendant explicite Tapplication de sub- 
stitution. Nous etendons la syntaxe du p-calcul en introduisant les definitions des substitutions 
et un operateur d'application de substitution ainsi que les regies d'evaluation decrivant son com- 
portement. Nous obtenons ainsi le pcr-calcul. La presentation du pcr-calcul est basee sur une 
notation de de Bruijn et le sous-systcme contenant les regies d'evaluation decrivant I'application 
de substitution est inspire des systemes similaires utilises dans le A-calcul. Nous montrons que 
le pa-calcul est confluent dans les memes conditions que le p-calcul. 

En conclusion, nous rcsumons les resultats obtenus et nous explorons les perspectives de 
recherche emergeant de ce travail. 
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Chapitre 1 

Notions preliminaires 



Nous presentons dans ce chapitre les notions preliminaires utilisees dans ce document. Nous 
introduisons notamment les termes du premier ordre, les algebres universelles, le A-calcul ainsi que 
la reecriture. Les bases de ces theories sont presentees au travers de leurs principales definitions 
et de leurs proprietes les plus connues. 

Les notions de variable et de substitution du A-calcul et la notion de regie de reecriture seront 
utilisees d'une fagon similaire dans le cadre du p-calcul. 

1.1 Definitions de base 
1.1.1 Les algebres de termes 

Definition 1.1 Une signature est un ensemble de symholes dont chacun est associe d un 
entier naturel qui est appele son arite. Le sous-ensemble de symboles d'arite n est note st 
done J- = [Ji>Q^i- L 'arite d'un symbole f est notee \f\. 

Definition 1.2 Soit T = {/i,...,/^} une signature. Soit X un ensemble de variables. La 
J^-algebrelihre homogene engendree par X , notee Tj^{X) est le plus petit ensemble tel que : 

Xc Tr{X), 

- pour tout symbole f de J- d'arite n (f E J-n) et pour tous ti, . . . ,tn G Tj^(X) alors 
f{h,...,tn)eT:F{X). 

Pour designer Tj^{X) nous parlerons le plus souvent de I'algebre de termes engendree par la 
signature T . T est appele la signature de I'algebre. Les elements de Tjr[X) sont appeles termes 
(du premier ordre). Un terme peut itre vu comme un arbre fini etiquete (cf. Definition 1.5). 

Ce genre de definitions, dites par cloture, ou un ensemble est d6fini par un ensemble de 
base (ici les variables) et des regies de "construction" de nouveaux elements (ici les symboles 
de la signature), permettent de faire des definitions et des demonstrations dites par recurrence 
structurelle. La demonstration d'une propriete quelconque (respectivement une definition) se fait 
en prouvant la propriete sur les elements de base et en prouvant que cette propriete est conserv6e 
par les regies de construction. Le principe de recurrence des entiers naturels en est I'exemple le 
plus connu. 

Definition 1.3 L'ensemble Var(t) des variables d'un terme t est defini inductivement par : 

- Var{t) = <DsiteJ^o, 

- Var{t) = {t} siteX, 
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- Var{t) = UILi Var{ti) st t = /(ti, . . . ,t„). 

Un terme est lineaire si chacune de ses variables apparatt une seule fois dans le terme. 

Definition 1.4 Une algebre initiale, note Tjr, est une algebre homogene engendree par un en- 
semble vide de variables. Les termes d'une algebre initiale, c'est a dire les termes ne contenant 
pas de variable, sont appeles les termes clos. 

Nous nous sommes donnes, grace au langage des algebres de termes, un moyen de construire 
des ensembles de termes. Pour pouvoir decrire les operations sur ces termes, nous allons definir 
I'ensemble de positions d'un terme ainsi que la notion de sous-terme d'un terme a une position 
donnee. 

Definition 1.5 Soit N+ I'ensemble des entiers strictement positifs, N!j_ le monoide libre engen- 
dree par N+, e le mot vide et . I 'operation de concatenation. Pour tous p,q & N!^, p est un prefixe 
de q, ce que I'on note p < q, s'il existe q' G N!!J. tel que q = p.q' . p est un prefixe strict de q, note 
p < q, sip <q et p ^ q. Si p ^ q et q ^ p, p et q sont disjoints ou incomparables, ce qu'on note 
p\Aq. 

Un arbre sur T \J X est une application t d'une partie non vide Vos{t) de Ni!j_ dans J^U X 
telle que : 

1. Vos{t) est clos par prefixe. 

2. Pour tout p G Vos{t) et tout i G N+, p.i G Vos{t) si et seulement si t{p) = f E et 
l<i<\f\- 

Vos{t) est appele ensemble des positions de t, et t est fini si Vos{t) Vest. La taille \t\ d'un terme 
t est dans ce cas le cardinal de Vos{t). 

L'ensemble des arbres finis sur l^ X pent etre muni naturellement d'une structure de 
.7^-algebre isomorphe a Tj:{X). On parlera done dorenavant indifferemment d'arbre ou de terme. 

Definition 1.6 

- Pour tout terme t et toute position p G Vos{t), t{p) est appele symbole a la position p dans 
t. t{e) est egalement appele symbole de tite de t. 

- On appelle sous-terme de t a la position p G Vos(t), le terme note t\p, et defini par 
\/p.q G Vos{t),q G 'Pos{t\p),t\p{q) = t{p.q). t\p est un sous-terme strict de t si p ^ e. 

- Si t(e) = f & J-', on notera t sous la forme f{t\i, . . . ou n = |/|. 

- Une position p de t est variable si t{p) G X . L'ensemble des positions variables de t est 
note Wos{t) alors que I'ensemble des positions non variables de t est note J-Vos{t). Une 
position p de t est constante si t{p) G J^q. L'ensemble des positions constantes de t est note 
CVos{t). 

La notation t^g-^ est utilisee pour signifier que t contient s comme sous-terme a la position p 
et la notation t\p ^ s~\ pour faire remarquer que le sous-terme t\p a ete remplace par s dans t. 
Nous notons par t{x) le terme t tel que Var{t) = {xi, . . . , 

Definition 1.7 La relation de sous-terme, note ^sub, ^-st definie par s ^sub t si s est un sous- 
terme de t. La relation de sous-terme strict, note <lgub, ^st definie par s <gub t si s <sub t 

Definition 1.8 Etant donne un terme t^gi^^ et un entier P representant la longueur du mot p 
(la longueur du mot vide e est 0). On dit que le terme s est un sous-terme a la profondeur P 
dans t. La profondeur de t est le maximum des profondeurs des sous-termes de t. 
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Les sous-termes (a la profondeur 1) ti, . . . ,tn d'un terme t = f{ti, . . . ,tn) sont appeles les 
arguments de t. 

Exemple 1.1 Une representation algebrique possible des expressions de I'arithmetique est I'al- 
gebre de termes engendree par la signature = J^o U J-'i U J-'2 contenant : 

- J-Q = {0} ; une constante ; 

- J-\ = {succ, — } ; deux symboles unaires, 

- J-2 = {+, x} ; deux symboles binaires. 

Le terme t = +{x{x, succ{succ{0))), succ{0)) est le terme representant en notation prefixee 
I 'expression x x 2 + 0. 

On a ^(1.2) = succ, t^i 2 = succ{succ{0)) et on peut ecrire i[succ{sitcc(o))]i 

L 'ensemble des variables de t est Var{t) = x et les positions variables de t sont decrites par 
VVos{t) = {1}. L'ensemble des positions non variables det est TVos{t) = {1.2,1.2.1,1.2.1.1,2,2.1} 
et les positions constantes de t sont CVos{t) = {1.2.1.1,2.1}. 

Le terme succ{succ{0)) est un sous-terme de profondeur 2 de t. Les sous-termes de t de 
profondeur 2 sont succ{succ{0)) et 0. La profondeur de t est 4. 

En general, lorsque nous desirous definir une algebre de termes particuliere, nous utilisons 
une notation empruntce aux grammaires. L'algebre des expressions arithmetiques presentee dans 
I'Exemple 1.1 se definit avec cette notation par : 

exp ::= a; | | succ{exp) \ — exp \ +{exp,exp) \ x {exp,exp) 

ou X E X. 

L'algebre initiale engendree par la signature de I'Exemple 1.1 est definie par : 

exp ::= | succ{exp) \ —exp \ + {exp, exp) \ x (exp, exp) 

Cette notation permet de specifier dans le meme temps les symboles d'une signature et leur 
arite. Nous pouvons faire implicitement des conventions de notation et utiliser une syntaxe mixfix 
pour certains symboles. L'algebre initiale precedente peut etre ainsi definie par : 

exp ::= | succ{exp) \ —exp \ exp + exp \ exp x exp 

Definition 1.9 Soient K. un ensemble de symboles de sorte, !F une signature et X un ensemble 
de variables. A chaque symbole f de J- d'arite n est associe une suite de n+1 symboles de sorte 
{ki, . . . ,kn+i), et a chaque variable x de X est associe un symbole de sorte. La suite de symboles 
de sortes est appelee le profil du symbole f et on note : 

f : ki X . . . kfi > kn^i 

oil f € J^n st ki G /C. 

Les termes de la J- -algebre heterogene libre Tj^{X) engendree par X et la sorte k d'un terme 
t, note t : k, sont definis simultanement par : 

- pour toute variable x E X ayant associe un symbole de sorte k, x & Tj^{X) et la sorte de x 
est k, 

- pour tout symbole f : kiX . . . kn ^ ^n+i termes ti : ki, . . . ,tn '■ kn, f{ti, . . . , tn) G Tjr{X) 
et la sorte de f{ti, . . . ,tn) est kn+i. 

Le sous-ensemble Tk de Tj^{X) defini par l'ensemble des termes de sorte k est appele une sorte. 
Une algebre heterogene est aussi designee sous le nom d'algebre de termes multi-sortee. 
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On peut remarquer que lorsque nous considerons une algebre de termes multi-sortee, nous 
devons distinguer les variables suivant la sorte a laquelle elles appartiennent. 

Nous reprenons I'Exemple 1.1 sur les expressions arithmetiques et nous distinguons deux 
sortes : les entiers naturels et les expressions proprement dites. 

Exemple 1.2 Les entiers naturels et les expressions arithmetique construites en utilisant des 
entiers sont representes par I'algebre initiale engendree par la signature T de I'Exemple 1.1 et 
definie par : 

not ::= j succ{nat) 
exp ::= nat \ — exp \ + {exp,exp) \ x {exp,exp) 

L'algebre definie dans I'Exemple 1.2 n'est pas la meme que I'algebre mono-sortee donnee dans 
I'Exemple 1.1. En efi^et, succ{Q + 0) n'est pas un terme de cette algebre multi-sortee alors qu'il 
en est un de la precedente. 

D 'autre part, la notation par grammaire introduit implicitement un symbole imaire de type 
: nat ^ exp. Ce symbole n'a pas une notation explicite, mais formellement il doit etre defini. 
Si nous avions voulu etre explicite, la definition de la sorte exp aurait ete 

exp .:= N{nat) \ —exp \ + {exp, exp) \ x {exp, exp) 

1.1.2 Substitutions du premier ordre 

Dans cette section nous allons definir une operation sur les termes, que nous appellerons 
substitution, permettant de les modifier. Efi^ectuer une substitution consiste a remplacer une 
variable d'un terme par un autre terme et pour bien comprendre le mecanisme de remplacement 
nous allons donner une definition formelle des substitutions et ensuite une definition equivalente 
plus operationnelle et intuitive. 

Definition 1.10 Une substitution est un endomorphisme de I'algebre Tjr{X) dont la restriction 
a X est I'identite presque partout, c'est-d-dire sauf sur un sous-ensemble fini de X. 

Les substitutions seront notees par des lettres grecques minuscules, a, 7, (/>,.. . La notation 
prefixe, i.e. at, est utilisee pour I'application d'une substitution cr a un terme t. Une substitution 
bijective est un renommage. Une substitution a est idempotente si cr o cr = cr. 

On appelle domaine d'une substitution a I'ensemble T>om{a) = {x & X \ ax x} et 
codomaine d'une substitution a I'ensemble lZan{a) = {ax \ x G Vom{a)}. L'ensemble des 
variables introduites par une substitution a est VTZan{a) = ^xeVcym{cr)^'^f{^^) ■ L'ensemble de 
toutes les variables impliquees dans a est Var{a) = T>om{a) U VTZan{a). 

La restriction de cr a un ensemble de variables X, notee cr|^, est definie par cr|^x = ax si 
x & X et a\^x = X sinon. 

Le preordre de filtrage ou de subsomption est defini par s < t s'il existe une substitution a 
telle que as = t. Dans ce cas on dit que le terme s subsume le terme t. 

Nous avons presente une definition formelle des substitutions du premier ordre et pour ren- 
forcer I'intuition derriere cette notion nous donnons aussi une definition plus operationnelle. 

Definition 1.11 Le remplacement du terme u dans le terme t € Tj^{X) a la position p, t\p ^ s\, 
est definie inductivement par : 

- t\e ^ u] = u, 

- f{t\l,---,t\n)\'i-P = f{tli,...,tii\p ^u],.. .,^n), si f eJ='. 
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Definition 1.12 La substitution de la variable x par le terme u dans le terme t, notee [x ^ u)t 
est la composition de chacun des remplacements du terme u a chacune des positions p telle que 
t{p) = X. 

Definition 1.13 Une substitution est une fonction accomplissant en simultane plusieurs substi- 
tutions de differentes variables par des termes. L 'application d'une substitution a un terme t sera 
notee {xi i— > ui, . . . , x„ i— > Un)t. 

Remarque 1.1 Les substitutions ne commutent pas entre elles dans le cas general. La substitu- 
tion {xi I— >■ ui, . . . ,Xn 1-^ Un) reprcsente le remplacement simultane des variables xi, . . . ,Xn par 
les termes ti, . . . , t„ et pas la composition des substitutions {xi i-^ ti) . . . (.t„ i-^ 

Nous avons {x ^ y,y ^ x)f{x,y) = fiy,x) mais {x ^ y){y ^ x)f{x,y) = f{y,y) et 
(y ^x){x^ y)f{x,y) = f{x,x). 

1.1.3 Theories equationnelles 

Une paire de termes (Z, r) est appele egalite, axiome equationnel ou egalitaire, ou equation 
suivant le contexte, et notee (I = r). 

Definition 1.14 Etant donne un ensemble de variables X, une algebre A et une assignation 
a : X ^ A, on note a I'unique homomorphisme de Tj^{X) vers I'algebre A etendant a tel que 

V/ G J',a{f{ti, . . .,tn)) = fAi^ih), ■ ■ ■ ,aitn)) 

Definition 1.15 Une J--algebre A valide une egalite s = t, note A\= s = t ou plus simplement 
s =A t si pour toute assignation a : X ^ A, a{s) = a(t). L 'algebre A satisfait une egalite s = t 
s'il existe une assignation a telle que = a{t). Une J- -algebre A est un modele d'un ensemble 
d'egalites E si elle valide toutes les egalites de E. 

On note Th{A) I'ensemble des egalites valides dans une .7^-algebre A et Mod{E) la classe 
des ^-algebres qui sont modeles de E. 

Soit E un ensemble d'egalites de Tjr[X), appeles dans ce contexte, axiomes. 

Definition 1.16 Etant donnee une signature T , une presentation equationnelle est un couple 
iT,E) telle que E est un ensemble d'axiomes de Tj:{X). 

Le probleme de validite dans Mod{E) consiste a decider si une egalite s = t est valide dans 
tout modele de E. Ce probleme pent se ramener a des considerations syntaxiques. 

Definition 1.17 Etant donnee une presentation equationnelle {T,E), on appelle theorie equa- 
tionnelle engendree par {J-,E) ou E -egalite et on note =e la plus petite congruence sur Tjr[X) 
contenant toutes les egalites {al = ar) oil {I = r) est un axiome de E et a une substitution 
quelconque. 

Le theoreme suivant est le fondement de la logique equationnelle. II relie le probleme se- 
mantique de la validite d'une egalite dans une classe de modeles au probleme syntaxique de la 
£^-egalite. 

Theoreme 1.1 (Birkhoff [Bir35j, Completude du raisonnement equationnel pour un ensemble 
E d'axiomes equationnels) 

s = t est valide dans M.od{E) si et seulement si s =e t. 

La E'-egalite pent encore etre obtenue par le remplacement d'egal par egal decrit ci-apres. 
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Definition 1.18 Etant donne un ensemble d'axiomes E, on note < >e lo, relation binaire symetrique 

sur Tjr(X) definie par s < — >e t s'il existe un axiome {I = r) de E, une position u de s et une 
substitution a tels que S||^ = al et t = s[ar]u,. 

Remarque 1.2 s =e t <^==> s <— t. 

Par abus de langage et de notation, on confond souvent la theorie equationnelle =e, la 
presentation equationnelle (J^, E) et I'ensemble des axiomes equationnels E. 

L'ensemble des classes de congruence de E dans Tj^{X) pent etre muni naturellement d'une 
structure d'algebre, notee Tjr(X)/ =e, qui est I'algebre libre sur X de la classe des .7^-algebres 
modeles de E. 

1.1.4 Proprietes des relations binaires sur un ensemble 

Les termes sont connectes entre eux par des relations ou par des transformations des uns vers 
les autres. Nous donnons quelques proprietes abstraites liees aux relations binaires dont nous 
aurons besoin par la suite. 

Definition 1.19 Une relation binaire — > sur un ensemble de termes construits en utilisant un 
ensemble d'operateurs $ est compatible (avec les operateurs) si pour tous termes Ui,Vi G T, 
i = 1, . . . ,n et tout operateur (j)n d'arite n 

Ui ^ Vi, i = 1, . . . ,n =^ (l)n{ui,...,Un) > (t)n{vi, ■ ■ ■ ,Vn) 

Definition 1.20 Etant donnee une relation binaire — > sur un ensemble T : 

- la relation inverse de — > est notee < — , 

- la fermeture symetrique de — >, notee < — est la plus petite relation symetrique contenant 

- la fermeture transitive de — >, notee est la plus petite relation transitive contenant 

- la fermeture reflexive et transitive de — > est notee —>■. 

- la fermeture reflexive, symetrique et transitive de — ^ est notee <— 

- la fermeture compatible (ou fermeture par contextej de — > est la plus petite relation 
contenant — ^ et fermee par rapport aux regies de formation de termes de T. 

La composition des relations — et — ^2 est notee — ^1 o — ^2 ou — *i — >2- 

Une relation binaire ~ reflexive, symetrique et transitive est une relation d' equivalence. Un 
ordre > est une relation binaire irreflexive, antisymetrique et transitive. Un preordre > est une 
relation binaire reflexive et transitive. 

Definition 1.21 Un ordre > sur T est noetherien s'il n'existe pas de suite infinie (tj)i>i d'ele- 
ments de T telle que ti > t2 > ■ ■ ■ 

Un ordre > sur T est total si Vs, t(zTonas>tout>s. 

La construction d'ordres ncetheriens pent eventuellement se faire par extension. L'extension 
lexicograpliique permet par exemple de comparer des uplets. Pour comparer des suites d'objets, 
on introduit la notion de multi- ensemble sur T qui est une application de T vers N. Un ordre sur 
T pent etre facilement etendu a un ordre sur les multi-ensembles sur T. 
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Definition 1.22 Pour une relation — un element t de T est reductible par — > s'il existe t' 
dans T tel que t — > t' . Dans le cas contraire, il est irreductible. On appelle forme normale de 
t tout element t' irreductible tel que t — > t' . Lorsque un terme t a une unique forme normale, 
celle-ci est notee t J.. 

La question que Ton se pose est de savoir si t t' . L'idcal serait de calculer une forme 
normale de chacun des elements et de tester si elles sont egales. Cela n'est possible que si d'une 
part une forme normale existe pour tout element, et si d'autre part elle est unique. Les formes 
normales existent des que — > termine, c'est-a-dire qu'il n'existe pas de suite infinie (ti)i>i 
d'elements de T telle que ti — > t2 — > Dans le cas ou une forme normale existe, son 
unicite est assuree par la propriete de Church-Rosser ou par la confluence qui est une propriete 
equivalente. 

Definition 1.23 

1. — > a la propriete de Church-Rosser si 

< > C > o < 



2. — > est confluente si 

* o * C 

3. — > est localement confluente si 



4- — ^ est fortement confluente si 

5. — > est convergente si — > termine et a la propriete de Church-Rosser. 

Ces differentes definitions se representent chacune par un diagramme. Des que ce sera possible, 
nous adopterons cet artifice typographique pour exprimer les proprietes des relations. Une fleche 
pleine figure une hypothese et une fleche en pointille une conclusion. 



Church-Rosser confluence confluence locale confluence forte 

Si une relation est fortement confluente alors elle est confluente. Si une relation est confluente 
alors elle est localement confluente. Une relation est confluente si et seulement si elle satisfait la 
propriete de Church-Rosser. 

La confluence est une propriete difficile a tester. En pratique, le test de confluence se fait 
localement grace au theoreme suivant : 

Theoreme 1.2 (Newman [New42j) 

Si — > termine, alors les proprietes suivantes sont equivalentes : 

1. — * a la propriete de Church-Rosser, 

2. — > est confluente. 
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3. — > est localement confl,uente, 

4. yt, t' eT -.t ^t' ^ t i= t' [. 

La normalisation (forte ou faible) est la seconde des deux proprietes importantes pour une 
relation. Si nous considerons une relation comme un calcul sur un ensemble, la normalisation 
forte assure que ce calcul est toujours fini ; la normalisation faible assure qu'il y a un moyen de 
terminer tout calcul. 

Definition 1.24 Soit une relation binaire — >■ sur un ensemble T. 

- On dit que t E T est une forme normale s'il n'existe pas de u G T tel que t — > u et on dit 
que V £ T a une forme normale t s'il existe une forme normale t tel que v — > t. 

- La relation — > est faiblement normalisable (weakly normalizing^ si tout terme t G T a 
une forme normale. 

- La relation — ^ est fortement normalisable (strongly normalizing^ ou normalisable s'il 
n'existe pas de suite infinie (ti)i>i d'elements de T telle que ti — > t2 — > • • •• 

Dans la pratique, on est souvent amene a analyser les proprietes d'une relation obtenue en 
composant deux (ou plusieurs) relations. Plusieurs methodes ont etc dcveloppces pour demontrer 
la confluence d'une telle relation en fonction des proprietes des deux relations. 

Lemme 1.1 (Hindley-Rosen [Ros73]) 

Etant donnees deux relations confluentes — >ti et — >s telles que le diagramme suivant est 
satisfait : 




Alors la relation — U — >s esi confluente. 

Si le diagramme du Lemme 1.1 est satisfait on dit que les relations — >tz et — commutent. 

Lemme 1.2 (Yokouchi [YH90J) 

Etant donnees deux relations — >ti et — >s telles que — >s est confluente et terminante, 
— ^TZ est fortement confluente et le diagramme suivant est satisfait : 




t' s 

s* ' ■■■■■ , , s* n s* 
s' 

Alors la relation —^5 — ^7^— ^5 e.st confluente. 

Si le diagramme du Lemme 1.2 est satisfait on dit que les relations — et — >s sont 
coherentes. 

On pent aussi analyser les proprietes de confluence et Church-Rosser modulo une relation 
d' equivalence. On considere — et — >e deux relations binaires sur I'ensemble T, dont I'une, 
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< >E, est une relation d' equivalence. On note — '^b/e l^- relation < >e ° — ° < simulant 

la relation induite par — >r sur les classes d'equivalence de ^^_e. 

D'habitude, on simule la relation — ^r/e P^r une relation — >s plus faible satisfaisant 
— >ifC — — >R/E- On a alors une propriete de Church-Rosser modulo E pour — ^5, ainsi 
qu'une notion de confluence qui n'implique plus la propriete de Church-Rosser. Pour une presen- 
tation detaillee des proprietes des relations definies sur des classes d'equivalence le lecteur pent 
se referer a [HueSO], [JK86] et [KK99]. 

1.2 Les systemes de reecriture 

L'idee centrale de la reecriture [DJ90, Klo90, BN98] est d'imposer une direction dans I'utili- 
sation d'axiomes en definissant les regies de reecriture. 

Definition 1.25 Une regies de reecriture est une paire de termes orientee, note I ^ r, oil I est 
le membre gauche de la regie et r son membre droit. 

Un systeme de reecriture sur les termes est un ensemble de regies de reecriture. 

Deux conditions sont imposees habituellement sur la construction des regies de reecriture : 

1. le membre gauche d'une regie de reecriture n'est pas une variable (V.t e X, I ^ x), 

2. I'ensemble des variables du membre droit est inclu dans I'ensemble des variables du membre 
gauche (Var(r) C Var(Z)). 

L'ensemble des variables d'une regie l — ^ r, note Var{l — ^ r), est defini par Var{l) U Var(r) 
et si la condition precedente est satisfaite alors Var{l — > r) = Var{l). 

Une regie de reecriture est lineaire a gauche si son membre gauche est lineaire. Un systeme 
de reecriture est lineaire a gauche si toutes ses regies le sont. 

Une regie de reecriture Z ^ r est reguliere si Var(Z) = Var(r). Un systeme de reecriture est 
regulier si toutes ses regies le sont. 

La relation de reecriture — associee a un systeme de reecriture R est definie par : t — >r t' 
s'il existe une position p dans t, une regie I r dans R et une substitution a telles que t^p = al et 
t' = t[ar\p. Si on veut preciser la position, la regie et la substitution, alors on ecrira t — ^Rpi^ra 
t'. 

Par application du Theoreme 1.2, si la relation de reecriture — >ii est convergente, alors pour 
decider de I'egalite t < — >r t' , il sufRt de calculer les formes normales t Ir et t' [r puis de les 
comparer. 

Definition 1.26 Un systeme de reecriture R est convergent (resp. est confluent, termine) si la 
relation de reecriture — ''r est convergente (resp. est confluente, termine). 

1.2.1 Terminaison des systemes de reecriture 

La convergence requiert la terminaison. Cette propriete est indecidable en general meme pour 
un systeme de r66criture r6duit a une seule regie lineaire a gauche, comme I'a montre M. Dauchet 
[Dau89]. On pent neanmoins prouver la terminaison dans certain cas au moyen d'un ordre sur 
les termes. 

Definition 1.27 Un ordre de reecriture sur les termes est un ordre > stable par contexte et par 
substitution : pour tous termes t,t',u et toute substitution a, 

t> t' =^ 'U[(7t]p > ^[(Tt'jp 

Un ordre de reduction est un ordre de reecriture noetherien. 
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On assure la terminaison de la reecriture en orientant les regies de maniere a ce que toute 
regie I — > r v6rifie Z > r ou > est un ordre de reduction sur les termes. 

Theoreme 1.3 [Lanll] Le systeme de reecriture R termine si et seulement si — >r est contenu 
dans un ordre de reduction. 

De nombreux auteurs ont decrit des ordres de reduction sur les termes. Parmi les plus connus, 
citons I'ordre de Knuth-Bendix ou kbo [KB70], les ordres sur les chemins [Pla78, Der82, BP85, 
JLR82] ou encore les interpretations polynomiales [Lan75, BCL87]. 

II est souvent approprio de construire un ordre de reduction par interpretation (polynomiale) 
en utilisant un liomomorpliisme r de termes clos vers une ^-algebre A equipee d'un ordre bien 
fonde >. On note fr I'image de / € par r et on demande que la contrainte de monotonicite 
suivante soit satisfaite : 



Va, b & A, \/f G J^, a > b implique fr{- . . , a, . . .) > fr{- . . , 6, . . .) 



Alors, I'ordre >r defini par 

Vs, t G Tjr, s >T t si t(s) > r(t) 



est bien fonde. 

Afin de comparer les termes contenant des variables, les variables sont introduites dans A 
menant a A(X) et aux variables de X on fait correspondre des variables distinctes dans A{X). 
L'ordre >r est etendu en definissant 



Vs, t G Tf{Z), s>rt si a(r(s)) > a(r(t)) 



pour toute assignation a des valeurs dans A aux variables de r(s) et r(t). Puisque > est suppose 
bien fonde, on peut montrer la terminaison d'un systeme de reecriture si on trouve A, r, a 
satisfaisant les conditions precedentes. 

Dans la pratique on utilise tres souvent I'algebre des entiers naturels avec I'ordre habituel et 
des interpretations polynomiales et exponentielles. 

Exemple 1.3 On considere le systeme de reecriture suivant 

QQ X X 

e(x e y) (ex) e (ey) 
e{x (g) y) (ex) (ey) 

x^ {y (B z) (x (g) y) © (x (g) z) 

{x®y)<Siz (x (g) y) © (x (g) z) 

En utilisant I 'interpretation exponentielle ci-dessous dans les entiers superieurs a 2 
r(ex) ^ 2^W 
T(x©y) r(x) + r(y) + l 

r(x g) y) — > r(x) x r(y) 
r(c) ^ 3 

pour toute constante c & J-, le systeme a ete montre terminant dans [Fil78]. 

Par exemple, pour la premiere regie on a 2^" > n pour tout entier n > 2 assigne a la variable 
x. Utiliser une interpretation dans les entiers positifs ne serait pas suffisant pour montrer les 
inegalites correspondant aux deux dernieres regies et considerer les entiers superieurs d 1 ne 
serait pas suffisant pour montrer I'inegalite correspondant a la troisieme regie. 
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Un ordre de reduction total contient la relation de sous-terme strict. Dans le cas contraire, 
si > t pour un terme t et une position lo, alors il existe une chaine infinie decroissante 

t > t[t]ij > t[t[t]a;]a; > On appelle ordre de simplification, un ordre de reduction contenant 

I'ordre sous-terme. 

Theoreme 1.4 [Der82] Soit T un ensemble fi,ni de symboles de fonctions. Un systeme de reecri- 
ture R termine s'il existe un ordre de simplification > tel que pour toute regie I —>■ r de R, I > r. 

Les ordres de simplifications peuvent etre construits a partir d'un ordre sur les symboles de 
fonctions appele precedence. Parmi les ordres de simplifications on pent citer V ordre multi- 
ensemble sur les chemins [Der82] et V ordre lexicographique sur les chemins [KL80]. Pour plus de 
details concernant la terminaison, nous renvoyons le lecteur a [Der87]. 

1.2.2 Les systemes de reecriture conditionnels 

En ajoutant des conditions sur I'application des regies de reecriture, les systemes de reecriture 
sont naturellement etendus a des systemes de reecriture conditionnels. Plusieurs definitions des 
systemes de reecriture conditionnels ont ete proposees et la correspondance entre ces systemes 
et la relation avec les systemes equationnels a ete analysee dans [DO90]. La difi'erence essentielle 
entre les systemes conditionnels est I'interpretation des conditions et nous presentons par la suite 
quelques approches possibles. 

Un systeme de reecriture conditionnel naturel (natural conditional rewriting system) a des 
regies de reecriture de la forme 

I —>■ r si Si ti A . . . A Sn tn 

ou Si ^^-^ ti sont appelces les conditions de la regie. 

La regie i — > r est appliquee dans le sens de la reecriture non-conditionnelle s'il existe une 
preuve pour toute condition Sj — > ti, i = 1 . . .n, instanciee par la substitution appropriee, ou 
les preuves peuvent utilisees un nombre quelconque de reecritures dans les deux directions. Si 
n = on obtient une regie non-conditionnelle. 

Puisque I'application de telles regies implique des preuves arbitraires d'egalite ou la reecriture 
n'apporte pas beaucoup de benefices par rapport aux systemes equationnelles, on pent utiliser 
une definition plus restrictive de la reecriture conditionnelle. 

Un systeme de reecriture conditionnel standard (standard (join) conditional rewriting system) 
a des regies de reecriture de la forme 

I si si Hi A . . . A Sn itn 

Dans ce cas, une instance al du membre gauche de la regie est reecrite en ar seulement si, 
pour tout i = 1 . . . n, asi pent etre reduit (en utilisant zero ou plusieurs reecritures) au meme 
terme que ati. 

La condition d'application pour une regie de reecriture peut etre affaiblie encore plus. Un 
systeme de reecriture conditionnel normal (normal conditional rewriting system) a des regies de 
reecriture de la forme 

I ^ r si si — y ti A . . . A Sn — tn 

ou Si — y ti indique que est une forme normale de Sj. 
Un systeme standard contenant des regies de la forme 

I si si itiA... ASn itn 



20 Chapitre 1. Notions preliminaires 



peut etre transforme dans un systeme normal ou les regies sont remplacees par 
/ — >■ r si eq{si,ti) — ^ true A ... A eq{sn, tn) — true 

et la regie 

eq{x, x) — > true 

est ajoutce an systeme. Les reductions des termes ne contenant pas les symboles eq et true sont 
similaires dans les deux systemes. 

1.2.3 Logique de reecriture 

La logique de reecriture est proposee dans [Mes92] comme une mani^re d'interpreter les 
systemes de reecriture. 

Une logique est definie en general par une syntaxe, un systeme de deduction, une classe 
de modeles et une relation de satisfaisabilite. Dans cette section, nous presentons ces quatre 
composantes dans le cas de la logique de r66criture. 

Syntaxe 

La syntaxe necessaire pour definir une logique est specifiee par sa signature qui nous permet 
de construire des formules. 

Definition 1.28 Soit X un ensemble de variables et C un ensemble de symboles appeles eti- 
quettes. La signature de la logique de reecriture est un triplet 

ou S est un ensemble de sortes, !F est un ensemble de symboles de fonctions et S est un ensemble 
d'axiomes equationnels dans Tjr(X). 

Les axiomes equationnels dans £ doivent etre interprctces comme etant des axiomes exprimes 
sur la signature. Les formules sen(S) formees sur la signature E sont definies comme des sequents 
Seq{T,) de la forme suivante 

TT : [t]e ^ [t']e 

ou t, t' G T:f{X) et tt G ?>u£u{;}- 

TT est appele un terme de preuve et I'ensemble de tous ces termes de preuve ^u£u{;} ^st 
designe par LI. 

Le sens informel du sequent vr : [t]£ —>■ est que vr permet de deriver les termes de la classe 
d'equivalence [t']£ a partir des termes de la classe d'equivalence [t]£ et que le terme de preuve tt 
represente une preuve de cette derivation. 

Systeme de deduction 

Afin de construire le systeme de deduction de la logique de reecriture, on introduit d'abord 

la notion de theorie de reecriture. 

Definition 1.29 Une theorie de reecriture est definie par un quadruplet TTZ = (S, A", 7^), 
o« S = (<S, J-, £) est une signature composee des sortes S, des symboles de fonctions J- et des 
equations £ dans Tjr(^X), X est un ensemble infini de variables, C est un ensemble d 'etiquettes 
des regies et TZ est un ensemble de regies de reecriture etiquetees de la forme 



[£] l^r 
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oil I'etiquette £ € £, les membres gauche et droit l,r G Tjr[X) tels que Var(r) C Var{l) et I'arite 
de I'etiquette i est egale au nombre de variables distinctes dans cette regie. 

L'ensemble d'equations £ definit une relation de congruence modulo laquelle la reecriture par 
les regies de TZ est realisee. Typiquement, l'ensemble £ contient des equations qui ne sont pas 
orientables, i.e., transformables en un systeme de reecriture terminant. Cependant, la terminai- 
son, et aussi la confluence, peuvent etre des proprietes souhaitables pour certains sous-ensembles 
de regies de TZ. 

La relation de deduction h est done definie comme suit. 

Definition 1.30 Etant donnee une theorie de reecriture etiquetee TTZ, le sequent tt : [t]£ — [t']£ 
se deduit a partir de TTZ si vr est obtenu en appliquant un nombre fini de fois les regies de 
deduction de la logique de reecriture donnees dans la figure 1.1. Ceci est designe par 

rn^ tt: [t]e ^ [t']s 



R6fiexivit6 



[t\s ■■ [t]s ^ [t]£ 
si t G Tf{X) 



Congruence tti : [ti\£ [t'lls, • • • ,7r„ : [tnls [t'n]e 

=^ 

/(tti, . . . , tt,) : [/(ii, . . . , tn)]e ^ [/(ii, . . . , t'J]£ 

si f eTn 

Remplacement tti : [ti]£ [t'lle, • • • ,7r„ : [tnU [t'nls 

=^ 

£(7ri,...,7r„) : [l{ti, . . . ,tn)]s ^ [rit[, . . . ,t'J]£ 

si [£{xi, . . . ,Xn)]Z(xi, ...,Xn)^ r{xi, . . . G 7^ 

Transitivite tti : [tijs [t2]£,T^2 ■ [t2]£ [tajs 

7ri;7r2 : [ti]£ [tsjg 



Fig. 1.1: Regies de deduction de la logique de reecriture 



Module 

Le modele de la logique de reecriture presente ici est base sur une axiomatisation algebrique 
des sequents de reecriture. En particulier, on s'interesse a une semantique algebrique. 

La semantique algebrique permet de decrire I'idee intuitive d'un systeme de reecriture : les 
etats du systeme sont des classes d'equivalence de termes modulo £ et les transitions sont des 
reecritures utilisant les regies du systeme de reecriture. Ainsi, I'espace des calculs de la theorie 
de reecriture TIZ pent ctre choisi comme un modele de la logique de reecriture. Get espace 
des calculs est determine par l'ensemble des termes de preuves tt calcules dans les sequents 
TT : \t\s — > \t'\s modulo une equivalence de calcul. Cette equivalence est donnee par £ et un 
ensemble £j[ d'axiomes equationnels sur les termes de preuves decrits dans la Figure 1.2, oii 

- les deux premiers axiomes decrivent les equations habituelles d'associativite et d'identite ; 



22 Chapitre 1. Notions preliminaires 



- I'axiome de preservation de composition decrit une equivalence entre la composition de 
plusieurs pas de reecriture dans le contexte "/" et la composition de chaque pas de reecriture 
dans ce contexte ; 

- I'axiome de preservation d'identites S decrit la stabilite par contexte de S ; 

- I'equivalence induite par les cinq premieres equations definit des termes de preuve equiva- 
lents tels que les derivations correspondantes different uniquement par I'ordre de reduction 
de radicaux ; 

- I'axiome de permutation parallele decrit la reduction simultanee de radicaux compatibles. 
Ceci peut etre simule par une composition d'execution sequentielle [Gad96]. Intuitivement, 
la reecriture au sommet par une regie et une reecriture en dessous sont des processus 
independants ce qui permet ainsi leur execution dans n'importe quel ordre. 



Associativite V7ri,7r2,7r3 G 11 

TTi; (7r2;7r3) = (7ri;7r2);7r3 

IdentitSs Vtt : [t\£ [t'je, 

tt; [t'je = TT, et ;7r = tt 

Preservation de composition V/ G J?>i,n = |/|, Vvri, . . . ,7r„, vr'^^, . . . , vr^ : 

/(tti; <, . . . , 7r„; O = /(tti, . . . , VTn); /(tt^, . . . , 

Preservation d'identites V/ G Fn,n = \ f\ : 

f{[tl]E,...,[tn]£) = [f{tl,...,tn)]e 

Axiomes de E = v E £, Vvri, . . . , 7r„ : 

u{Tri,...,TTn) =v{'Ki,...,TTn) 

Permutation parallele V[£] I e TZ,Wi : [tije [t'ljs, ■■■ ,Tfn ■ [tnls [t'n]s 

£(7ri,...,7r„) = i{[ti]£, . . . ,[tn\ey,r{Tri, . . . ,TTn) et 
^(tti, . . . , 7r„) = /(tti, . . . , 7r„); ^([t'l]^, . . . , [t'nls) 



Fig. 1.2: Equivalence des termes de preuves - £u 
Le modele considere est un ensemble quotient note 

TrTe = {tt I r7^ h TT : [t] ^ [t']}/{S U £n)} 

SatisfaisabilitS 

La relation de satisfaisabilite |=C Tq-R x Seq{'E) doit etre compatible avec les morphismes 
des signatures. Elle est definie dans [Mes89]. 

1.2.4 Systemes de calcul 

Les systemes de calcul ont ete introduits par Kirchner, Kirchner et Vittek dans [KKV95a], 
oil ils presentent une version plus elaboree des idees qu'ils avaient proposees originalement 
dans [KKV93]. Un systeme de calcul enrichit le formalisme de la logique de reecriture avec 
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une notion de strategie : un systeme de calcul est compose d'une theorie de reecriture et d'un 
systeme de strategies. Les strategies controlent I'application des regies de reecriture en specifiant 
des parcours dans I'arbre de toutes les derivations possibles et de cette fagon decrivent quels 
sont les noeuds consideres comme des rcsultats d'un calcul. Elles sont utilisees, d'une part, pour 
decrire le deroulement de preuves qui nous interessent et, d'autre part, pour restreindre I'espace 
de recherche de ces preuves. 

La premiere composante d'un systeme de calcul est une theorie de reecriture TTZ a partir de 
laquelle on definit la notion de calcul. 

Definition 1.31 Etant donnes une theorie de reecriture TTZ et un sequent tt : [t]^ — ^ [t'js avec 
le terme de preuve vr = t[£{ax)]t^, un pas de reecriture simple est defini par 

[t]s ^e,a,u, [t']£ 

Cette definition correspond exactement a la notion traditionnelle d'un pas de reecriture a la 
position CO en utilisant la regie etiquetee avec I'etiquette i et le match a. 

En phis, on s'intoresse a une representation canonique de tons les calculs qui sont equivalents 
modulo les axiomes £n{R)- Puisque tout sequent pent etre decompose en une composition de 
sequents elementaires (sequentiels) 

V TT : [t]£ ^ [t']£ 

soit 

TT = [t]£ = [t']s 

soit 

3n G N tel que [tje = [io]f ^4 [ti]£ Ms ■ ■ ■ ^£„-i Me = [t'je 

et 

71" =A{;) (tto; TTi; 7r2; . . . ; 7r„_i) 

ou A{; ) designe I'associativite du " ;". 

Pour un terme de preuve tt, [tnls est appele le resultat de I'application de tt sur [to]f et il est 
aussi designe par \t]£ =^ [t']£- La relation d'equivalence generee par {£ U £u{R)) sur les termes 
de preuve induit une equivalence sur les calculs : deux calculs sont equivalents s'ils amenent au 
meme resultat et que leurs termes de preuve sont equivalents. 

En general, on ne s'interesse pas a tons les calculs, on s'interesse seulement a ceux guides par 
une strategie, c'est-a-dire une description de la sequence de pas de reecriture elementaires permis 
par les calculs. D'un point de vue formel, une strategic est un ensemble de termes de preuve, i.e., 
un sous-ensemble des termes de preuve 11, qui est clos par concatenation. 

La relation de transition tt : [t]^- [t']^ pent etre ctendue pour les strategies. 

Definition 1.32 Sotent S* C n ett,t'€ Tjr. La relation 

S : [t]£ ^ [t']s 
est vraie s 'il existe un terme de preuve & S tel que 

: [t\s - [t']s 

Le resultat de I'application d'une strategie S sur un terme t, designe fonctionnellement par 
S{t), est defini comme suit 

S{t) = {[t']£\37r e S, [t]£^[t']£} 
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La relation S : t ^ t' exprime la derivabilitc du terme t en t' suivant une certaine strategie 
S. A partir de cette definition, on pent noter que I'application d'une strategie sur un terme peut 
retourner plusieurs resultats. 

Une premiere fagon de decrire une strategie est d'enumerer extensivement le sous-ensemble 
des termes de preuve. Cette approche n'est pas satisfaisante en pratique, done le probleme est de 
definir un langage permettant de decrire des sous-ensembles des termes de preuve. La difi'erence 
entre la representation d'une strategie comme un ensemble de termes de preuve et une expression 
dans un formalisme de strategies reflcte la difference entre la vue scmantique des strategies et 
la vue syntaxique des strategies exprimees sous la forme d'un programme dans un langage de 
strategies. Dans la Section 1.2.5, nous presentons les operateurs de strategies utilises dans le 
langage ELAN qui peut etre decrit comme un cadre logique pour le prototypage de systemes de 
calcul. 

On peut maintenant definir formellement la notion de systeme de calcul. 

Definition 1.33 Un systeme de calcul est compose d'une theorie de reecriture TTZ = (E, £,, X, TV) 
et d'une strategie S. 

1.2.5 Langage ELAN 

Le langage ELAN a ete congu au sein du projet Protheo a Nancy au debut des annees quatre- 
vingt-dix. Sa premiere version est decrite dans la these de Vittek [Vit94] et son implantation est 
detaillee dans [KKV95b]. Au cours des annees, le langage a evolue et depuis le debut de I'annee 
2000 la version 3.4 est disponible [BCD+00]. 

ELAN a ete congu comme un cadre logique pour le prototypage de systemes de calcul. Du 
point de vue de la programmation, le langage offre la possibilite de specifier des systemes de 
calcul composes de theories de reecriture multi-sortees, chacune decrite par une signature et par 
un ensemble de regies de reecriture et de strategies d'execution. 

- La signature definit les sortes et les symboles de fonctions utilises dans la description de la 
theorie. ELAN permet d'utiliser des symboles libres et associatifs-commutatifs, qui peuvent 
etre specifies en utilisant une notation mixfix. 

- L'ensemble de regies de reecriture est compose de regies non-nommees et de regies nommees 
ou etiquetees. 

- Les regies non-nommees sont utilisces pour la normalisation de termes. Leur applica- 
tion n'est pas controlee par I'utilisateur, elles sont executees avec une strategie pre- 
definie dans le langage. Cette strategie pre-definie est la strategie de normalisation 
leftmost-innermost. Puisque la strategie de normalisation est pre-definie dans ELAN, 
elle n'est pas spocifioe dans la theorie de reecriture de I'utilisateur, l'ensemble de regies 
non-nommees doit etre confluent et terminant. 

- L'ensemble de regies nommees, qui n'est pas necessairement confluent et terminant, 
peut etre controle par des strategies elementaires. Les deux raisons principales pour 
leur utilisation sont 

- si l'ensemble de regies n'est pas terminant, I'utilisateur a la possibilite de restrein- 
dre l'ensemble de derivations a un sous-ensemble de derivations flnies, afln d'eviter 
des derivations inflnies ; 

- si l'ensemble de regies n'est pas confluent, I'utilisateur a la possibilite de sp6cifler 
certains sous-ensembles de toutes les derivations possibles et obtenir ainsi un 
sous-ensemble de tous les resultats possibles. 
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- Les strategies sont utilisees en ELAN de trois fagons differentes 

- pour separer dans un programme la partie calcul de la partie controle ; 

- pour exprimer des derivations non-deterministes ; 

- pour specifier des procedures de normalisation particulieres. 

Parmi plusieurs caracteristiques, le calcul non-deterministe d'ELAN le differencie d'autres 
systemes bases sur la reecriture. L'avantage de cette option est que cela permet de travailler avec 
des systemes de reecriture non-confluents. 

Le style de programmation en ELAN, base sur le paradigme des systemes de calcul, unifie 
certaines caracteristiques de la programmation fonctionnelle et logique. La programmation par 
reecriture est similaire a I'approche fonctionnelle restreinte au premier ordre. Cependant, la 
possibilite de specifier des sous-ensembles de derivations par un langage de strategies joue le role 
du non-determinisme de la programmation logique. 

La variete des applications qui ont ete implantees en ELAN illustre la generalite du paradigme 
des systemes de calcul et montre I'expressivite et la puissance du langage comme un outil de 
programmation. Parmi elles, on peut citer 

- une implantation de la procedure de resolution de contraintes d'ordre pour la preuve de 
terminaison basee sur I'ordre general sur les chemins [GG95] ; 

- deux implantations de la procedure de completion de Knuth-Bendix [KM95, KLS96] ; 

- une implantation du prouveur de predicats B [CK97] ; 

- verification du protocole d'authentification de Needham-Schroeder [Cir99] ; 

- la combinaison d'algorithmes d'unification [Rin97] ; 

- un algorithme d'unification d'ordre superieur [Bor95] ; 

- resolution de CSP [Cas98] ; 
CLP [KR98] ; 

- la reecriture du premier ordre [KM96] et d'ordre superieur. 

La premiere version d'ELAN avait offert un interpreteur et un compilateur restreint [Vit96]. De 
nouvelles techniques de compilation de systemes de calcul ont ete etudiees et maintenant il existe 
un compilateur du langage permettant d'utiliser des symboles associatifs-commutatifs [MK97, 
MK98]. 

Dans le reste de cette section, nous presentons brievement le langage ELAN. Nous illustrons la 

syntaxe des trois composants d'un systeme de calcul : signatures, regies de reecriture et strategies. 
Une description formelle et dctaillce du langage est donnee dans [Bor98], une somantique du point 
de vue fonctionnelle est presentee dans [BKK98, BKKROl] et tons les details necessaires pour 
I'utilisation du langage peuvent etre trouves dans [BCD'*"00]. 

Afin d'illustrer les composants et I'utilisation du langage ELAN nous presentons une partie de 
la specification du protocole d'authentification Needham-Schroeder [NS78]. Le but de ce protocole 
et d'etablir une authentification mutuelle entre plusieurs agents communiquant dans un reseau 
non-securise (c'est-a-dire en presence des intrus). Dans les exemples suivants nous presentons 
seulement quelques regies decrivant le protocole et une strategic recherchant toutes les attaques 
possibles; une description plus detaillee est donnes dans [Cir99]. 

Signatures ELAN 

ELAN permet de definir des signatures multi-sortees qui sont specifiees par un ensemble de 
sortes S. L'exemple L4 presente la declaration de differentes sortes utilisees pour prototyper le 
protocole d'authentification Needham-Schroeder. 
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Exemple 1.4 (Declaration de sortes en ELAN) 

La declaration des sortes des termes representant les agents, I'intrus, le reseau et leur carac- 
teristiques, pent itre faite en ELAN de la maniere suivante 

sort 

agent intruder SWC Agentid Nonce message network state; 

end 

Une fois declarees les sortes de la signature, on peut definir les symboles de fonctions indexes 
qui appartiennent a I'ensemble de symboles de fonctions F de la signature. Chaque symbole, dcfini 
par son profil en notation mixfix, peut etre decore par des attributs semantiques comme etant 
un symbole libre ou associatif-commutatif ((AC)) et il peut aussi etre decore par des attributs 
syntaxiques tels que 

- sa priorite syntaxique (e.g. pri 10) ; 

- sa visibilite dans d'autres modules (e.g. global/local) ; 

- son associativite syntaxique par defaut a gauche (assocLeft) ou a droite (assocRight) ; 

- le fait d'etre synonyme avec un autre symbole (e.g. alias). 

L'Exemple 1.5 montre la definition de symboles de fonctions avec des attributs syntaxiques 
et semantiques. 

Exemple 1.5 (Definition de symboles de fonctions en ELAN) 

A partir de la declaration de sortes de I'Exemple 1.4, on peut specifier que toute constante 
de la sorte int est un Agentid. On peut egalement definir les etats (^SWCj possibles d'un agent 
et la modalite de construire des nonces. Un message est defini en precisant son expediteur, son 
destinataire et deux nonces cryptes avec la cle publique du destinataire. L'ensemble de messages 
representant le reseau ('network^ est defini en utilisant I'attribut AC pour I'operateur Sz. Le car- 
actere special est utilise pour indiquer la position d'un argument. 

operators global 

: (int) Agentid; 

SLEEP : SWC; 
WAIT : SWC; 
COMMIT : SWC; 

N((a,(a) : (Agentid Agentid) Nonce; 

+ + @ : ( Agentid SWC Nonce ) Agent; 

@-->(a K((a) [0,0] : (Agentid Agentid Agentid Nonce Nonce) message; 
: (message) network; 

& : (network network) network (AC) ; 

<> <> <> : ( Agent Agent intruder network) state; 

end 

L'etat general consiste en les etats des deux agents participant d la communication, de I'intrus 
et du reseau. 
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Regies de reecriture 

II existe deux types de regies souvent introduites dans une theorie de reecriture : les regies 
non-conditionnelles et les regies conditionnelles. Le langage ELAN introduit en plus la notion 
d'' affectation locale pour des variables (locales) non-instanciees pendant le filtrage [BCD+00]. 
Cela nous permet d'appliquer une strategic sur un terme autre que celui de tete et aussi de 
garder la valeur d'une variable lorsqu'elle est utilisee plusieurs fois dans une regie. 

La syntaxe des regies conditionnelles avec des affectations locales est la suivante 

[i] r 

if — where 

ou 

- ^ G £ est I'etiquette de la regie (qui est vide dans le cas d'une regie non-nommee) ; 

- I et r sont des termes de Tjr(A') representant les membres gauche et droit de la regie ; 

- if — where .:= {if v \ where y := {S)u \ where y := {)u}* ou 

- if V est une condition booleenne ; 

- where y := {S)u est une affectation de la variable y E X par le resultat de I'appli- 
cation de la strategic S sur le terme u G Tj^{X) ; 

- where y := Qu est une affectation de la variable y & X par le resultat de la 
normalisation du terme u. 

L'application d'une regie de reecriture a un terme clos commence par une etape de filtrage 
permettant de calculer la substitution associee au probleme de filtrage consid6re. Les evaluations 
locales et les conditions sont alors evaluees les unes a la suite des autres (de haut en bas) jusqu'a 
atteindre la dernicre ; c'est seulement a ce moment la que la regie peut s'appliquer et que le 
membre droit est construit. Chaque condition v est mise en forme normale puis comparee a la 
valeur de verite true pre-definie par le systeme. En cas d'egalite, on dit que la condition est 
satisfaisable et le calcul des evaluations locales se poursuit. L 'affectation locale where y := {S)u 
permet de dcclencher l'application d'une stratogie. Dans un premier temps, le terme u est mis en 
forme normale en n'utilisant que des regies non nommees, la strategic S est ensuite appliquee sur 
le terme en forme normale. En cas d'echec d'une condition ou (de la strategic) d'une evaluation 
locale, un mecanisme de retour arriere (backtracking) est declenche : les evaluations locales 
precedentes sont reevaluees pour en extraire d'autres solutions. Si aucune autre solution n'est 
trouvee, on dit que l'application de la regie courante echoue et une autre regie est selectionnee. 

Exemple 1.6 (Regie avec affectation locales) 

Les regies du protocole Needham-Schroeder decrivent I 'evolution de I'etat global pendant une 
session. A partir des sortes et des symboles de fonctions definis dans VExemple I.4 et I'Exem- 
ple 1.5, respectivement, la regie initiate ci-dessous decrit I 'initialisation de la communication 
en envoyant en reseau le message construit a partir des identites des deux agents participants. 
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rules for term 

x,y : Agentid; in,n : Nonce; Is : network; 

I : intruder; mes : message; 
global 

[initiate] x+SLEEP+n <> y+SLEEP+m <> I <> Is 
=> 

x+WAIT+N(x,y) <> y+SLEEP+m <> I <> mes & Is 
where mes :=() genMessage (x,y) 

end 

end 

La variable mes representant le message envoye en reseau par I'agent avec I'identite x est 
instanciee en normalisant le terme genMessage (x,y) lequel dans ce cas genere un message 
x->y K(y) [N(x,y) ,N(x,y)] . L'emetteur du message change son etat en WAIT et attend une 
reponse a son message. 

Pour des raisons de confort et d'efRcacite d'execution, le langage dispose de certaines exten- 
sions pour la construction de regies : les affectations generalisees et la factorisation de regies, 
affectation generalisee est une construction syntaxique 

where {sort) p := {S)u 

ou p est un terme non-clos de sorte sort G S. 

Le terme p, dit motif, est compose de constructeurs et de variables, oii un constructeur est un 
symbole de fonction qui n'apparait pas comme operateur de tete dans un membre gauche d'une 
regie de reecriture. 

Toutes les variables dans le motif p non encore instanciees, sont instanciees par le filtrage 

de ce motif p avec le resultat de I'application de la strategic S au terme u, ou au cas ou une 
strategic S n'est pas spccifice, le resultat de la normalisation du terme u. 

Exemple 1.7 (Regie avec affectation generalisee) 

La reponse d'un message envoye par I'initiateur d'une communication, comme celui genere 
dans la regie de I 'Exemple 1.6, est construite en utilisant I 'information contenue dans le message 
initial. Une affectation generalisee est employee afi,n d'extraire les caracteristiques du message 
qui etait destine a I'agent y, identite qui est specifiee dans le motif a filtrer. 
rules for term 

y,z,nl,n2,n3,n4 : Agentid; m : Nonce; Is : network; 
S : Agent; I : intruder; mes : message; 
global 

[response] S <> y+SLEEP+m <> I <> mes & Is 
=> 

S <> y+WAIT+N(y,z) <> I <> y-->z K(z) [N(nl ,n3) ,N(y ,z)] & Is 

where (message) z-->y K(y) [N(nl,n3) ,N(n2,n4)] :=() mes 

end 
end 

La construction de factorisation permet de mettre en facteur des parties communes de 
plusieurs regies ayant les memes membres gauche et droit. Cela permet, d'une part, de sup- 
primer une ou plusieurs regies de reecriture, et d'autre part, d'eviter le filtrage et des executions 
communes dans plusieurs regies. 
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En general, la syntaxe des regies est la suivante 



regie 



::= I ^ r 



if — where — choose 



if — where — choose 



'■'■= {if — where\ 
choose 

{try if — where — choose} 
end}* 



+ 



Cette construction de factorisation pent etre enchainee au meme niveau que des conditions 
if et des affectations locales where, mais elle pent egalement etre imbriquee. 

Exemple 1.8 (Regie avec factorisation) 

Si I 'agent initiant la communication de I'Exemple 1.6 regoit le message attendu alors il pent 
passer dans I'etat COMMIT representant une session accomplie. Si le message ne contient pas le 
nonce correct alors une erreur est obtenue. 
rules for term 

x,v,w,nl,n2,n3,n4 : Agent Id; Is : network; 

R : Agent; I : intruder; 
global 

[ack] x+WAIT+N(x,v) <> R <> I <> w-->x K(x) [N(nl,n3) ,N(n2,n4)] & Is 



S 

choose 

try 

if x==nl and v==n3 

where S: = () x+COMMIT+N(x, v) <> R <> I <> x-->v K(v) [N(n2,n4) ,N(n2,n4)] & Is 
try 

if x!=nl or v!=n3 
where S:=() ERROR 
end 
end end 

Un dernier message de confirmation est envoye dans le cas oil le nonce regu etait correct. 

Strategies 616mentaires d'ELAN 

Le langage de strategies elementaires d'ELAN permet de controler I'application des regies 
nommces, de dcfinir des executions non-dcterministes et de specifier des derivations simultances. 

Le langage de strategies elementaires offre plusieurs operateurs et nous presentons juste les 
plus importants en decrivant 

- la construction pour la concatenation de strategies : " ;" ; 

- les constructions de choix dk, dc, first ; 

- la construction d'iteration repeat* ; 

- les constructions pour les strategies identite et echec : id et fail, respectivement. 

La syntaxe et la semantique operationnelle des strategies elementaires, de fagon informelle, 
sont les suivantes. 

Construction de concatenation 



=> 
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; La concatenation de strategies Si ; ^2 correspond a I'axiome de transitivite de la logique 
de reecriture. Pour typer une concatenation, il faut que les deux strategies et ^2 
soient de la meme sorte, qui devient egalement la sorte de cette concatenation. 
Constructions de choix 

dk La strategie dk(5i , . . . , Sn) donne tous les resultats de I'application de toutes les 
strategies 5*1, . . . , Sn- Si toutes les strategies Si cchouent alors la strategic dk cchoue. 

dc La strategie dc(S'i , . . . , Sn) donne tous les resultats de I'application d'une des strate- 
gies Si,...,Sn laquelle est choisie de maniere aleatoire. Si toutes les strategies Si 
echouent alors la strategie dc echoue. 

first La strategie first (5*1 , . . . , Sn) donne tous les resultats de I'application de la pre- 
miere strategie Si, . . . ,Sn qui est applicable (en ordre textuel). Si toutes les strategies 
Si echouent alors la strategie first echoue. 

Constructions d'itSration 

i 

repeat* La strategie repeat * (S) correspond a S"* = S* ; . . . ; S' si 5**+^ echoue. Si la 
strategie S echoue alors la strategie repeat* correspond a I'identite, elle n'echoue 
jamais. 

Constructions d'identite et d'echec 

id La strategie id correspond a I'identite, elle retourne le meme terme d'entree et pourtant 
elle peut toujours ctre appliquee. 

fail La strategie fail correspond a un ecliec, elle echoue toujours. 
En utilisant des strategies non-deterministes nous pouvons explorer exhaustivement I'espace 
de recherche d'un probleme donne et trouver des schema satisfaisant des proprietes specifiques. 
L'exemple 1.9 montre la definition d'une strategie en ELAN. 

Exemple 1.9 (Definition de strategies en ELAN) 

La strategie recherchant des attaques possibles applique d'une maniere repetitive et non- 
deterministe toutes les regies de reecriture decrivant le comportement des agents honnetes et 
de I'intrus et selectionne seulement les resultats representant une attaque. 

□ attStrat => repeat* ( 

dk( initiate, response, ack, intruder ) 

); 

attackFound 

end 

Le resultat de la strategie repeat* (. . .) est I'ensemble de tous les comportements possibles 
dans une session du protocole oil les messages peuvent itre interceptes ou truques par un intrus. 
La strategie attackFound verifie ensuite si le terme regu en entree represente une attaque et 
choisit done parmi I'ensemble precedent de resultats seulement ceux qui representent une attaque. 

Le langage ELAN utilise implicitement une strategie de normalisation avec I'ensemble de 
toutes les regies non-nommees. Cette normalisation se declenche automatiquement apres chaque 
application d'une regie de reecriture. 

1.3 Le A-calcul 

Les systemes de reecriture que nous avons presentes jusqu'a maintenant sont appeles sys- 
temes de reecriture du premier ordre et ils permettent d'exprimer des calculs sur des expressions 
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contenant des variables. Le pouvoir d'expression de ces systemes n'est pas suffisant pour decrire 
directement les fonctions sur les fonctions comme, par exemple, la composition de fonctions. 
Le A-calcul est un systeme de reecriture d'ordre superieur qui a ete introduit pour exprimer 
simplement la fonctionnalite. 

Nous presentons brievement les concepts et les proprietes du A-calcul. Pour une presentation 
detaillee du calcul dans les cas non-type et type la reference classique est [Bar84] mais on pent 
citer aussi [HS86] et [Kri90]. 

1.3.1 Le A-calcul non-type 

Une fonction est souvent decrite par un terme du premier ordre qui comporte une ou plusieurs 
variables. Par exemple, la fonction d'incrementation est represente par x + 1 et on ecrit incr{x) = 
X + 1. L'application de cette fonction a I'entier 2 est notce /(2). 

II y a done deux constructions indispensables pour exprimer une fonction. La premiere est 
I'abstraction d'une variable, comme x dans incr{x). La seconde est l'application d'une fonction 
a une valeur ; incr{2) dans le cas precedent. L'ensemble des termes du A-calcul est engendre a 
partir les termes du premier ordre en utilisant les deux nouveaux operateurs, I'abstraction et 
l'application. 

Definition 1.34 Soit X un ensemble de variables et T un ensemble de symboles appeles cons- 
tantes. L'ensemble des termes du X-calcul, note Aj, est le plus petit ensemble satisfaisant : 

- si X £ X est une variable, alors x € A^, 

- si f £ J- est une constante, alors f € A^, 

- si X £ X et t £ A-^, alors Xx.t G A^, 

- si u G A^ et V E A^, alors u v £ Aj. 

Les variables et les constantes sont appeles atomes. 

Si l'ensemble de symboles est vide alors l'ensemble des termes du A-calcul est note A^ et 
le calcul est appele pur. Sinon le calcul est appele applique (cf. [HS86]). 

Les A-termes peuvent etre definis en utilisant la notation proposee precedemment pour la 
definition d'une algebre de termes : 

t :.= X \ f \ Xx.t I t t 

Intuitivement, Xx.t represente la fonction qui associe la valeur t a la variable x. Un terme de 
la forme Xx.t est appele une abstraction. Le terme {u v) represente intuitivement le resultat de 
l'application de la fonction u a I'argument v. Un terme de la forme (u v) est appele l'application 
du terme u au terme v. 

Definition 1.35 L'ensemble des variables libres d'un X-terme t, note FV{t), est defini induc- 
tivement par : 

- FV{x) = X, 

- FV{f) = 0, 

- FV{Xx.t) = FV{t) - {x}, 

- FV{u v) = FV{u) U FV{v). 
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On dit que I'occurrence d'une variable x dans un terme t est liee si cette variable apparait 
dans un sous-terme de t de la forme Xx.u. Dans le cas contraire I'occurrence de la variable x est 
libre. Si la variable a; a au moins une occurrence libre dans le terme t alors x est appelee une 
variable libre de t. L'ensemble des variables libres de t est exactement FV{t). 

Les substitutions du premier ordre presentees dans la section 1.1.2 ne conviennent pas pour 
le A-calcul car, par exemple, la variable y est libre dans le terme Ax. (a; y) alors que son image ne 
Test plus dans le terme {y i— > x)Xx.{x y) = Xx.{x x). On dit que la variable y a ete capturee. 

Nous aliens donner une definition de la substitution utilisant un mecanisme de renommage 
des variables qui evitera les captures eventuelles. 

Definition 1.36 Soit t, u, v, s des X-termes et x une variable. La substitution de la variable x 
par le terme s dans le terme t, notee {x/s)t est definie par recurrence sur la structure de t : 

-sit est la variable x alors {x/s)t = s, 

-sit est un atome a different de x alors {x/s)t = a, 

- sit={uv) alors {x/s)t = {{x/s)u {x/s)v), 

- si t = Xx.u alors {x/s)t = t, 

- si t = Xy.u alors {x/s)t = Xz.{{x/s){y/z)u) 

oil z est une nouvelle variable, i.e. z ^ x, z ^ FV{s) et z ^ FV{u). 

Les regies de "propagation" des substitutions ne sont pas des regies du A-calcul. On les appelle 

des mcta-rcgles. 

Nous avons defini l'ensemble des termes du A-calcul et par la suite nous definissons les relations 
classiques de reduction et d'equivalence sur les A-termes. 

Pour eviter la capture des variables, on definit une relation, appelee a-conversion, dont le 
role est de remplacer le nom d'une variable liee par un nouveau nom. 

Definition 1.37 Soit t un X-terme contenant un sous-terme Xx.u et soit y une variable telle 
que y FV{u). Le remplacement de Xx.u par Xy.{x/y)u est appele renommage de la variable 
liee y ou a-conversion. 

Deux termes u,v sont dits a- equivalents, note u =a v, si v est obtenu en appliquant une serie 
finie (eventuellement vide) de renommages de variables liees d u. 

Par exemple, les termes Ax. a: et Xy.y sont a-equivalents mais Xx.Xy.{x y) et A.t.Ax.(x x) ne 
sont pas a- equivalents parce que x est libre dans (x y) et done nous ne pouvons pas renommer 
y en x. 

En A-calcul on raisonne toujours modulo a- equivalence, c'est-a-dire qu'on ne distingue pas 
deux termes a-equivalents (i.e. on raisonne sur les classes d'a-equivalence). 

Definition 1.38 Un X-terme de la forme (Xx.t) u est appele un /3-radical et le terme {x/u)t son 
reduit. 

Si un terme t contient un sous-terme (A.r.i,') u et le terme t' est le terme t avec le sous-terme 
{Xx.v) u remplace par le terme {x/u)v, on dit que t /?-reduit en t' . Formellement la ^-reduction 
est definie par : 

Definition 1.39 La relation entre termes t — >p t' (t se fi-reduit sur une etape en t' ) est la plus 
petite relation telle que 

- {Xx.t)u — {x/u)t 

- si u — >p V alors {u t) — >p {v t) 

- si u — >p V alors {t u) — >p {t v) 
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- si u — >/3 V alors (Xx.u) — (Xx.v) 

La relation t —^p t' (t se j3-reduit sur t') est definie comme la fermeture reflexive-transitive 
de la relation — >fj. 

La relation t =/} t' (t et t' sont P -equivalents) est definie comme la fermeture reflexive- 
symetrique-transitive de la relation — 

Definition 1.40 Le X-calcul est le calcul defini par I'algebre de termes et la relation —^/s- 
Theoreme 1.5 Le X-calcul est confl,uent. 

II existe de nombreuses preuves differentes de ce theoreme, on peut entre autres se referer 
a [Bar84, HS86, Kri90]. 

Le A-calcul n'est pas fortement normalisable (ni meme faiblement normalisable) : le contre 
exemple classique est lj uj oil lu =„ Xx.{x x). Ce terme se reduit en une etape de /3-reduction en 
lui-meme, ce qui fournit une chaine de reduction infinie. 

1.3.2 Le A-calcul simplement type 

Dans I'algebre de termes du premier ordre presentee en Section 1.1.1, les symboles de fonctions 
d'arite non nulle ne sont pas des termes ; ils sont juste utilises pour construire des termes. En 
A-calcul applique, les symboles de fonctions sont des termes et permettent la construction de 
termes denues de sens. Par exemple, les termes {suae succ) et {suae 0) sont des termes de 
j^^succfl j^g^jg jjg correspondent pas a des fonctions mathematiques ou a des applications de 
fonctions. 

II faut done restreindre les regies de construction des A-termes afin de ne pas generer de 
tels termes. La notion d'arite n'est plus sufHsante, puisque elle empecherait la construction des 
termes {succ succ) et (succ 0) mais pas du terme (succ Xx.x). II faut done associer a chaque 
terme une information indiquant sa fonctionnalite et cette information est appelee un type. 

Definition 1.41 Etant donne un ensemble de types de base encore appeles types atomiques. 
L 'ensemble des types est inductivement defini par 

- les types de base sont des types, 

- si A et B sont des types, alors {A ^ B) est un type. 

Les types de la forme {A ^ B) sont appeles types composes est representent I'ensemble de 
fonctions de A vers B. 

La fleche ^ associe a droite et done un type de la forme Ai ^ A2 ^ ■ ■ ■ ''-^ An est une 
abreviation pour A\ {A2 (. . . >— > An) ■ . .). 

Definition 1.42 Une variable typee est un couple (x -.A) oil x est une variable et A un type. 
Un contexte est une liste de variables typees, telle que chaque variable apparaisse au plus une fois 
dans cette liste. On note V\x : ^4] le contexte F contenant la variable typee {x : A). 

Definition 1.43 Soit T un contexte, t un terme et A un type. On dit que le terme t est bien 
type et a le type A dans le contexte T , note T \- t : A si : 

- t = X et T = T[x : A] ou, 

- t = u V etT\-u:B>^A etT\-v:B ou, 

- t = Xx : B.u et T[x : B] \- u : C et A = B ^ C . 
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S'il existe un type A tel que T \- t : A, le terme t est dit bien type dans T. On dit que le terme 
t est bien type s'il existe un contexte T tel que t est bien type dans F. 

Considerons les profils : ^1 et succ : ^1 ^ ^ , les termes {succ succ), {succ 0) et 
{succ Xx : A.x) ne sont pas bien types quelque soit le contexte utilise, mais T h (succ 0) et 
r[a; : A] h (succ x). II n'existe pas de contexte tel que le terme coa = Xx : A.{x x) soit bien type. 

Proposition 1.1 // existe un algorithme qui prend en argument un contexte V et un terme t et 
qui decide si t est bien type dans T et retourne le type de t dans ce cas. 

1.3.3 Le formalisme de de Bruijn 

Dans le A-calcul, a chaque application de substitution et done a chaque etape de /3-reduction 
il faut gerer explicitement un systeme de renommage des variables. Meme si d'un point de vue 
theorique le renommage des variables est souvent vu (a tort) comme un detail mineur, une 
implantation du systeme tel que est tres inefHcace. 

Le formalisme de de Bruijn ([dB72], [dB78]) est base sur le remplacement de chaque variable 
du A-calcul classique par un entier naturel representant le nombre de A qui la separe du A qui la 
lie. Ce nombre est appele un indice de de Bruijn et le calcul est note A^js-calcul. 

Dans le A/^^-calcul il n'est plus necessaire d'etiqueter les A par la variable qu'ils lient puisque 
cette information est deja contenue dans chaque variable. Les variables libres sont traitees comme 
si elles etaient liees par des A exterieurs. Done il n'existe pas une unique representation dans le 
formalisme de de Bruijn d'un A-terme contenant des variables libres mais cette ambigui'te est 
levee si on precise un ordre sur les variables. Par exemple, 

Xx.Xy.{x y z) devient AA(2 1 3) 

Ax.(x {Xy.{x y))) devient A(l A(2 1)) 

La notation de de Bruijn est difficile a lire mais elle s'avere tres efficace pour le traite- 
ment mecanique des substitutions. Par la suite nous introduisons les termes du A^B-calcul et la 
/3-reduction correspondante. 

Definition 1.44 L'ensemble des termes du Xde-cuIcuI pur, note Adb, est I'algebre de termes 
induite par la grammaire suivante : 

t :.= n \ Xt \ t t 

oil n est un entier naturel non nul. 

Le A/jB-terme {l/u)t represente le terme t ou la variable 1 a ete remplacee par le terme u. 
Un AuB-terme de la forme (Xt) u est appele /3-radical et le terme {l/u)t son reduit. 

L'utilisation d'indices de de Bruijn a la place de noms de variables necessite une nouvelle no- 
tion de substitution. Dans la reduction d'un ^-radical (Xt) u, il faut d'une part mettre a jour les 
indices (variables) libres de t pour prendre en compte la disparition d'un A et d'autre part, mod- 
ifier les indices de de Bruijn de u pour tenir compte du nombre de A supplcmentaires traverses 
lors de la propagation de la substitution. Nous ne donnons pas la definition classique de la sub- 
stitution du Ai5B-calcul mais une formulation equivalente presentee, par exemple, dans [Pag97]. 

Definition 1.45 La substitution {n/u)t est definie par induction sur t : 
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{n/u){t' t") 
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(m) = 


J m + 1, si m > n 
\ m, si m = n 



Definition 1.46 La ^-reduction est la plus petite relation — ^ telle que : 

- {\t)u — > {l/u)t 

- si u — >■ V alors {u t) — > {v t) 

- si u — > V alors {t u) — > {t v) 

- si u — > V alors {Xu) — > (Xv) 

Proposition 1.2 Le XoB-calcul et le X-calcul sont isomorphes. 
Preuve : Une preuve est donnee dans [Mau85]. □ 

Dans la Definition 1.45 la fonction |" a le meme role que I'a-conversion du A-calcul classique 
et incremente tons les indices libres du terme a substituer pour eviter la capture par le A que la 
substitution vient de passer. 

Comme dans le cas du A-calcul avec des noms de variables, une substitution est une operation 
indivisible que Ton effectue en un seul pas et qui est decrite ici au meta-niveau du calcul. 

1.3.4 Le Acr-calcul 

Le A(T-calcul, introduit dans [ACCL90], est un formalisme permettant de rendre explicite 
I'application de substitution. Dans le Acr-calcul la substitution est geree par un constructeur 
explicite de la syntaxe et son application est decrite par les regies du calcul. 

Definition 1.47 L'algebre de termes du Xa-calcul est une algebre a deux sortes, une pour les 
termes et une pour les substitutions : 

Termes t : := xt\l\Xt\tt \ t{s) 

Substitutions s : := Xg \ id \ ] \ t.s \ s o s 

Les substitutions sont appelees aussi des environnements. Les substitutions ne sont plus des 
couples variable (ou indice) et terme, mais des liste de termes. 

La composition de n symboles j, i.e. | o . . . |, est notce f". Remarquons que le seul indice de 
de Bruijn qui apparait explicitement dans la syntaxe est 1 mais on pent coder I'indice n par le 
terme l(r~^). 

Nous distinguons deux types d'application, I'application d'un terme a un autre terme, notee 
par juxtaposition, et I'application d'une substitution s a un terme t, notee t{s). Le symbole 
o represente la composition de deux substitutions. La substitution id, appelee identite, est in- 
terpretee comme la suite des entiers de de Bruijn (n)„>i. La substitution t, appelee shift, est 
interpretee comme la suite des entiers de de Bruijn (n + l)n>i- 
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L'ensemble de regies du Aa-calcul est donne dans la Figure 1.3. La regie Beta est la regie 
declenchant la (3 -reduction. Si on considere le systeme de reecriture ou on omet cette regie on 
obtient le calcul de substitution appele cr-calcul. 
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Fig. 1.3: Les regies du Acr-calcul 



Proposition 1.3 Le a-calcul est confluent et fortement normalisahle. 

Si on considere un terme du Acr-calcul sans variable et sans substitution, on obtient un 
AoB-ternie. On pent montrer qu'un terme sans variable se reduit par a en un terme sans substi- 
tution. 

Theoreme 1.6 Le Xa -calcul est confluent pour les termes ne contenant pas de variable de sub- 
stitution (termes semi-clos). 

La preuve de la confluence du Aa-calcul avec des termes clos est donnee dans [ACCL90]. La 
confluence dans le cas ou les termes sont semi-clos a ete prouvee dans [Rio93]. 

1.3.5 Le A(j^-calcul 

L'un des problemes du Acr-calcul est la non-confluence sur la totalite de I'algebre de termes. 
Dans [CHL96], Curien, Hardin et Levy ont montre qu'en introduisant un nouvel operateur unaire 
appele lift et note on obtient un calcul confluent sur l'ensemble de termes ouverts. 

L'operateur ff est utilise pour simplifier la regie Ahs en remplagant l.(so |) par (s). L'idee 
sous-jacente est de faire disparaitre une paire critique engendree par la regie Abs. En completant 
le Ao"-calcul pour que les paires critiques introduites par ce nouveau symbole convergent on 
obtient le Ao".o.-calcul. 

Dans le Acr^-calcul les indices de de Bruijn sont des vrais numeros de de Bruijn, i.e. on ne 
code pas I'indice n par (|"~^)1. 

Definition 1.48 L'algebre de termes du Xa^^-calcul est I'algebre a deux sortes definie par : 
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Termes t : := xt\n\\t\tt \ t{s) 

Substitutions s : := | id | j | t.s | s o s | ff (*) 



L'ensemble de regie du Acr^-calcul est donne dans la Figure 1.4. 
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Fig. 1.4: Les regies du Aa^-calcul 



Si on considore le systeme de reecriture ou on omet la regie Beta on obtient le calcul de 

substitution appele cr^-calcul. 

Proposition 1.4 Le a-f^-calcul est confluent et fortement normalisable. 

Theoreme 1.7 ([CHL96J) 
Le Xa-j^-calcul est confluent. 

Dans ce chapitre nous avons rappele plusieurs concepts qui seront utilises au cours de cette these. 
Nous avons decrit brievement differents langages exprimant des calculs et nous avons presente 
leurs proprietes principales. 
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Chapitre 2 

Le p-calcul non type 



Dans le chapitre precedent nous avons brievement presente la reecriture du premier ordre 
et le A-calcul. Les deux concepts ayant de nombreux points communs et aussi des proprietes 
complementaires extremement utiles, beaucoup de travaux s'interessent a I'integration de la 
reecriture et du A-calcul. Ceci a deja ete realise soit en enrichissant la reecriture du premier ordre 
avec des caracteristiques d'ordre superieur, soit en ajoutant au A-calcul des caracteristiques 
algebriques permettant, en particulier, le traitement efficace de I'egalite. Dans le premier cas, 
on trouve les travaux sur les CRS [KvOvR93] et aussi d'autres systemes de reecriture d'ordre 
superieur [Wol93, NP98] ; dans le deuxieme cas on pent citer les travaux sur la combinaison du 
A-calcul avec la reecriture [BT88, Oka89a, GBT89, J097]. 

En partant des travaux sur le controle de la reecriture ([Vit94, KKV95a, BKK98]), nous avons 
introduit le p-calcul, un calcul integrant la reecriture du premier ordre, le A-calcul et les calculs 
non-deterministes. Ce chapitre a pour objectifs de presenter le p-calcul dans un cadre non-type et 
puis de montrer des exemples d'utilisation du calcul general et des instances possibles du calcul 
de base. 

2.1 Presentation generale 

Les objets manipules dans la reecriture du premier ordre sont les termes du premier ordre 
et dans une presentation simpliste nous pouvons dire qu'a chaque pas de reecriture on applique 
une regie de reecriture a une position quelconque d'un terme (initial) pour obtenir un autre 
terme (resultat). On pent remarquer que les termes ne sont pas decrits au meme niveau que la 
description des regies de reecriture qui les transforment et la fagon dont cette application est 
effectuee est definie au meta-niveau. 

De plus, si on ne considSre pas une seule regie de reecriture mais un systeme de reecriture, 
la regie de reecriture a appliquer a chaque pas n'est pas selectionnee d'une fagon determin- 
iste mais on pent appliquer toute regie de reecriture satisfaisant les conditions d'application au 
(sous-)terme considere. On n'a done aucun controle ni sur la selection de la regie de reecriture a 
appliquer, ni sur la position ou cette regie est appliquee dans le terme a r6duire. 

Les systemes de calcul (voir Section L2.4) enrichissent les systemes de reecriture en intro- 
duisant la notion de strategic controlant I'application des regies de reecriture. On a cette fois des 
regies de reecriture dccrivant la transformation des termes et des strategies dccrivant I'applica- 
tion de ces regies. On pent done distinguer trois niveaux de description pour la definition d'un 
systeme de calcul : les termes, les regies de reecriture et les strategies. 

La caracteristique principale du p-calcul consiste a rendre explicites les ingredients principaux 
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de la reecriture, en particulier, les notions d'application de regie et de resultat d'une telle appli- 
cation. Les regies et I'application des regies (ou des p-termes plus compliques) sont des objets du 
/9-calcul et les resultats des applications sont representes par des ensembles qui sont egalement 
des p-termes. 

Ainsi, les objets du p-calcul sont construits en utilisant une signature, un ensemble de vari- 
ables, I'operateur d'abstraction et I'operateur d'application [ ]( ) et nous considerons des 
ensembles de tels objets. Cela donne au p-calcul la capacite de representer le non-determinisme 
au moyen des ensembles de resultats. 

Dans le p-calcul nous pouvons representer explicitement rapplication d'une regie de reecriture 
(par exemple a ^ 6) a un terme (par exemple la constante a) par I'objet [a ft] (a) qui est evalue 
dans le p-terme {b}. Puisque le resultat de revaluation est le singleton {6} nous pouvons dire 
que I'application de la regie a ^ b sur le terme a est deterministe et ceci signifie, intuitivement, 
que le terme a pent etre evalue par rapport au systeme de reecriture contenant la regie a b en 
un seul resultat, b. 

L'introduction d'un operateur d'application dans la syntaxe du p-calcul nous permet non 
seulement de definir explicitement I'application d'une regie de reecriture a un terme mais aussi de 
construire des p-termes decrivant les strategies des systemes de calcul. Par exemple, I'application 
de la regie de reecriture a — > 6 suivie de la regie de reecriture 6 — > c au terme a est representee 
par le p-terme [b — > c]([a — > b]{a)) qui est evalue d'abord en [b c]({6}) puis en {c}. 

Naturellement, des variables peuvent etre utilisees dans les regies de reecriture et nous pou- 
vons dire qu'une p-regle de reecriture construite en utilisant I'operateur — > est une abstraction 
dont le rapport avec la A-abstraction pourra fournir une intuition utile : une A-expression Xx.t 
est representee dans le p-calcul par la regie x ^ t. En effet, le /5-radical {Xx.t u) correspond 
simplement au p-radical [x representant V application de la regie .x ^ t au terme u. Le 

A-terme {Xx.t u) est /3-reduit en {x/u)t tandis que le p-terme correspondant est reduit dans le 
singleton {{x/u)t}. 

Le membre gauche des regies de reecriture pent evidemment etre plus elabore qu'une con- 
stante ou une variable comme dans [/(.x) .x](/(a)). Dans ce cas, le mecanisme d'cvaluation du 
calcul reduit I'application en {a}. En fait, en evaluant cette expression, la variable x est liee a 
a par le mecanisme de filtrage et nous retrouvons le meme comportement que dans le cas de la 
reecriture. 

Comme nous I'avons vu ci-dessus, le resultat d'une application est toujours un ensemble et 
a un terme resultat obtenu dans la reecriture ou dans le A-calcul correspond, dans le p-calcul, le 
singleton contenant ce terme. Mais I'application d'une regie de reecriture pent echouer comme 
dans [a — > 6](c) et ceci est represents explicitement dans le p-calcul en fournissant I'ensemble 

vide comme resultat. 

En plus, nous pouvons declarer que certains symboles de la signature ne sont pas purement 
syntaxiques mais necessitent un filtrage modulo une tlieorie (par exemple equationnelle) differente 
de la theorie vide et dans ce cas I'ensemble de resultats pent contenir plus d'un element. Par 
exemple, si on suppose que le symbole -|- est commutatif alors I'application de la regie x + y ^ x 
au terme a + b produit I'ensemble {a, 6}. Puisqu'il y a deux manieres differentes d'appliquer 
(de filtrer) cette regie modulo la commutativite, dans la reecriture modulo classique ([PS81]) on 
obtient comme resultat un des deux termes a ou 6 tandis que dans le p-calcul le resultat est 
I'ensemble {a, 6} representant le choix non-deterministe entre les deux termes. 

Le symbole d'ensemble permet non seulement la description des resultats non-deterministes 
mais aussi la representation de I'application (non-deterministe) de plusieurs regies. Par exemple, 
un pas de reecriture a la position de tete d'un terme a par rapport a un systeme de reecriture 
contenant les regies a — > 6 et a — > c est represente dans le p-calcul par le terme [{a — > 6, a — > 



2.2. Les composants du calcul 41 



c}](a). Encore une fois, le resultat obtenu dans le p-calcul est une representation du comportement 
dans la reecriture du premier ordre ; dans la reecriture on applique une des deux regies et on 
obtient soit b soit c, tandis que dans le p-calcul le resultat est I'ensemble {b,c}. 

Pour resumer, nous pouvons dire que dans le p-calcul la fleche est un operateur binaire utilise 
pour abstraire, le filtrage est le mecanisme de passage de parametre, la substitution prend en 
compte la capture de variables et les ensembles de resultats sont manipules explicitement. 

2.2 Les composants du calcul 

Nous avons presente d'une fagon informelle les termes manipules dans le p-calcul et nous 
avons donne des exemples de reductions de tels termes mais nous n'avons explicite ni les regies 
d'evaluation du calcul, ni les mecanismes sous-jacents comme le filtrage et la substitution. 

Afin d'obtenir une definition precise du p-calcul nous presentons les composants principaux 
d'un calcul et nous decrivons par la suite chaque composant dans le cadre du p-calcul general. 

D'abord, la syntaxe d'un calcul d6crit formellement la formation des objets manipules dans le 
calcul aussi bien que la formation des substitutions qui sont utilisees par le mecanisme d'evalua- 
tion. Dans le cas du pr-calcul, la construction des objets est basee sur une signature du premier 
ordre qui est enrichie par un constructeur de regies de reecriture, un operateur d'application de 
regie et les ensembles de resultats. 

La description de I'application de substitutions aux termes est souvent donnee au niveau 
mcta du calcul, exceptc pour les calculs utilisant des substitutions explicites. Pour le p-calcul, 
nous utilisons la substitution d'ordre superieur et non le remplacement du premier ordre, i.e. 
I'application utilise I'a-conversion pour eviter la capture des variables. Nous presenterons aussi 
plus tard une version du p-calcul avec substitutions explicites, appele pcr-calcul. 

L'algorithme de fiJtrage est employe pour lier les variables a leurs valeurs actuelles. Nous 
appelons p-r-calcul le p-calcul parametre par la theorie T de filtrage et les proprietes du pT-calcul 
sont fortement influencees par les proprietes de cette tlieorie. Dans le cas general, nous considerons 
un filtrage d'ordre superieur mais dans des cas pratiques nous utilisons le filtrage d'ordre superieur 
avec motif, ou le filtrage cquationnel, ou simplement le filtrage syntaxique. Si dans un contexte 
donne la theorie de filtrage est claire, ce parametre est omis et nous parlous simplement de 
p-calcul. 

Les regies d'evaluation decrivent le fonctionnement du calcul. Ces regies representent le lien 
entre les composants precedents. La simplicite et la clarte de ces regies sont fondamentales pour 
une utilisation facile du calcul. 

Un dernier composant est la strategic d'evaluation utilisee pour guider I'application des regies 
d'evaluation du calcul. Selon la strategic employee nous obtenons differentes versions et done 
differentes proprietes pour le calcul. 

Nous explicitons maintenant tous ces composants pour le pT-calcul et nous commentons nos 
principaux choix. 

2.3 La syntaxe 

Definition 2.1 Etant donnes un ensemble de variables X et un ensemble de symboles T = 
(J^^Q J-i tel que pour tout m, Tm ^st le sous-ensemble de symboles d'arite m. Nous supposons que 
chaque symbole a une arite unique, c'est-a-dire que les J^m sont disjoints. 

L'ensemble de p-termes de base, note q{J-,X), est le plus petit ensemble tel que : 

- les variables de X sont des p-termes. 
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- si ti, . . . , tn sont des p-termes et f G J-n alors f{ti, . . . , tn) est un p-terme, 

- si ti, . . . , tn sont des p-termes alors {ti, . . . , tn} est un p-terme, 

- si t et u sont des p-termes alors [t]{u) est un p-terme, 

- si t et u sont des p-termes alors t ^ u est un p-terme. 

On appelle position fonctionnelle d'un p-terme t, toute position p du terme tel que t(p) G 
Les sous-termes ti, . . . ,tn d'un terme fonctionnel t = f{ti, . . . , tn) sont appeles les arguments de 
t ou, par abus de langage, les arguments de f. Les symboles de J-q sont appeles constantes. 

En notation BNF les /9-termes peuvent etre definis par : 
p-termes t : := x \ f{t,...,t) | {t,...,t} \ [t]{t) \ t^t 

Dans la syntaxe precedente, le terme representant I'ensemble vide (n = 0) est {}. Nous 
considerons que {} et denotent tous les deux I'ensemble vide. Pour les termes de la forme 
{ti, . . . ,tn} nous supposons, comme d'habitude, que la virgule est associative, commutative et 
idempotente. Un terme de la forme t —>■ u est appele regies de reecriture ou p- abstraction. Le 
terme [t]{u) represente V application du p-terme t au p-terme it et si t est de la forme l — > r alors 
on dit qu'il est la regie de reecriture de I'application et u I'argument de I'application. 

Nous adoptons une discipline tres generale pour la formation des regies de reecriture et 
nous n'imposons, a priori, aucune des restrictions standards utilisees souvent en reecriture. Par 
exemple, nous pouvons avoir une variable dans le membre gauche d'une regie de reecriture et nous 
pouvons avoir dans le membre droit d'une regie de reecriture des variables qui n'apparaissent 
pas dans le membre gauche de la regie de reecriture respective. Nous permettons egalement des 
regies de reecriture contenant elles aussi des regies de reecriture aussi bien que des applications 
de regies de reecriture. 

L'intuition principale derriere cette syntaxe est que le membre gauche d'une regie de reecriture 
precise les variables liees et une information structurelle. Avoir de nouvelles variables dans le 
membre droit d'une regie de reecriture donne la possibilite d'avoir des variables libres dans les 
regies de reecriture. 

Les termes du A-calcuI et de la reecriture peuvent etre representes facilement par des p-termes. 
Par exemple, le A-terme \x.{y x) correspond au p-terme x — > [y]{x) et toute regie de reecriture 
de la reecriture du premier ordre est representee par la meme regie dans le p-calcul. Dans le 
Chapitre 5 nous montrons que non seulement les termes des deux formalismes sont representables 
dans le p-calcul mais aussi les reductions sous-jacentes. 

Nous avons choisi les ensembles comme structure de donnees pour traiter le non-determinisme 
potentiel. Un ensemble de termes pent etre vu comme I'ensemble des resultats distincts obtenus 
en appliquant une regie de reecriture a un terme. 

Selon I'utilisation souhaitee du calcul, d'autres choix peuvent etre faits pour representer le 
non-determinisme. Par exemple, si nous voulons fournir tous les resultats d'une application, y 
compris les termes identiques, un multi-ensemble pourrait etre utilise. Quand I'ordre dans lequel 
les resultats sont obtenus est important, des listes pourraient etre employees. Puisque dans cette 
presentation du calcul nous nous concentrons sur les resultats possibles d'un calcul et pas sur leur 
nombre ou leur ordre, des ensembles sont utilises. Les proprietes de confluence presentees dans 
la Section 3.3 sont preservees dans une approche multi-ensemble. II est clair que pour I'approche 
utilisant les listes, seule une confluence modulo la permutation des listes pent etre obtenue. 

Exemple 2.1 Etant donnes = {a,b,c}, J-'i = {f,g}, = J^qUJ^i et les variables x,y dans 
X , nous presentons quelques p-termes de g{J^, X) : 
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- le terme [f{x,y) g{x,y)]{f{a,b)) represente une application classique de regie de reecri- 
ture. 

- le terme [x — ^ x + y]{a) contient la variable libre y et nous allons voir plus tard pourquoi le 
resultat de cette application est {a + y}. 

- le terme [y — ^ — > — > x]{a)) represente le X-terme {Xy.{{Xx.x+y) b)) {{Xx.x) a). 
Dans la regie de reecriture x ^ x + y la variable y est libre mais dans la regie de reecriture 

y ^ [x X + y] (b) cette variable est liee. 

- le terme [x [x]{x)]{x — > [x](a:)) represente le X-terme bien connu {ojoj). 

- le terme [[{x ^ x + 1) (1 x)\{a ^ a -\- 1)](1) est un p-terme plus complique sans 
correspondant dans le X-calcul ou dans la reecriture. 

Pour un terme u avec pi, . . . ,Pn des positions disjointes dans u et ti, . . . ,tn des termes, nous 
notons ...[t„] Is terme u avec les termes ti aux positions Pi. La position d'un sous-terme 

dans un p-terme ensemble est obtenue en considerant un des arbres representant le p-terme 
ensemble. 

2.4 Les substitutions 

Dans tous les calculs utilisant des lieurs, comme par exemple le A-calcul, la substitution du 
premier ordre n'est pas appropriee. Afin d'obtenir un calcul de substitutions correct nous devons 
definir les notions de variables libres, a -conversion et substitution similaires a celles definies dans 
la Section 1.3.1 pour le A-calcul mais adaptces aux p-termes. 

Nous utilisons done un mecanisme de substitution evitant les captures eventuelles des vari- 
ables libres et nous consid6rons une approche similaire a celle presentee dans [DHKOO] permettant 
de faire une distinction claire entre la substitution (qui prend en compte les variables liees) et la 
greff'e (qui effectue un remplacement direct des variables). La grejfe est appelee liabituellement 
substitution du premier ordre tandis que la substitution designe habituellement une substitution 
d'ordre superieur. 

Definition 2.2 L'ensemble des variables libres d'un p-terme t, note FV{t), est defini inductive- 
ment par : 

1. sit = x alors FV{t) = {x}, 

2. sit = f{ui, ...,Un) alors FV{t) = (JLi FV{ui), 

3. sit = {ui,..., Un} alors FV{t) = ULi FV{ui), 

4. sit= [u]iv) alors FV{t) = FV{u) U FV{v), 

5. sit = u^v alors FV{t) = FV{v) \ FV{u). 

Similairement au A-calcul, on dit que I'occurrence d'une variable x dans un terme t est liee 
si cette variable apparait dans un sous-terme de t de la forme v ^ u et x € FV{v). Dans le cas 
contraire, I'occurrence de la variable x est libre. Si la variable x a au moins une occurrence libre 
dans le terme t alors x est appelee une variable libre de t. L'ensemble des variables libres de t 

est exactement FV{t). 

Dans la Definition 2.3 nous introduisons une notion appropriee de renommage des variables 
liees afin d'eviter les captures eventuelles. Ainsi, nous calculous une variante d'un p-terme qui 
est equivalente au terme initial modulo I'a-conversion. 
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Definition 2.3 Etant donne un ensemble de variables y, I'application ay (appelee a-conversion 
renomme les variables liees d'un terme qui se trouvent dans y. Elle est definie inductivement 
par : 

- ay{x) = X, 

- 0:y{f{ui,...,Un)) = f{ay{ui),...,ay{Un)), 

- Oiyil'tKu)) = [ay{t)]{ay{u)), 

- ay{u v) = ay{u) — > ay{v), si FV{u) H ^ = 0, 

- ay{u -^v) = {{xi ^ yi)xi&FV(u) oty{u)) {{xi ^ yi)xi&FV{u) Oiyiv)), 

si Xi G FV{u) ny et Hi sont des variables "fraiches" et {x y) represente le remplacement 
de la variable x par la variable y dans le terme sur lequel il est applique. 

En utilisant I'a-conversion nous pouvons definir la notion usuelle de substitution : 

Definition 2.4 Une valuation 6 est une correspondance entre les variables xi,...,Xn et les 

termes ti, . . . ,tn, i-e. un ensemble fini de couples {{xi,ti), . . . , 

Etant donnee une valuation 9 nous pouvons definir les deux notions de substitution et greffe 
associees a : 

- la substitution etendant 6 est notee Q = {xi/ti, . . . ,Xn/tn), 

- la greffe etendant 9 est note Q = {xi ti, . . . , Xn ^ tn) ■ 
@ et @ sont definies structurellement par : 

- Q{x) = u, si {x, u) E 9 - G(x) = u, si (x, u) E 9 

- em) = {e{t)} -e{{t}) = {e{t)} 

- e(/(ni, . . . , Un)) = {f{@{ui), GK))) - e(/(ui, . . . , Un)) = (/(e(ni), . . . , Qiun))) 

- e(M(n)) = mt)mu)) - e([t]H) = imm^)) 

- @{u ^v) = e(u') ^ e{v') - e{u ^v) = e(u) ^ e{v) 

oil on considere que Zi sont des variables fraiches (i.e. 9zi = Zi), que les variables Zi n'apparaissent 
pas dans u etv et que pour toute variable y G FV(u)\JFV{v), zi FV{9y), et u' , v' sont definis 
par : 

u' = {yi ^ Zi)y.(zFV{u) <y'FV{u)\JVar{e){u), 
v' = {yi ^ Zi)y^^FV{u) (^FV{u)\JVar{e){v)- 

Les notions introduites pour les substitutions du premier ordre sont utilisees aussi pour les 
substitutions presentees ci-dessus. L'ensemble de variables {xi, . . . s'appelle le domains de 
la substitution ou de la greffe et est note respectivement par Vom{Q) ou T>om{Qi). Le 
codomaine de la substitution 6 est l'ensemble Tlan{Q) = {ti, . . . ,tn}- L'ensemble de toutes les 
variables de 9 est Var{@) = Uf^^Var{ti) U Vom{Q). 

Nous rappelons que {xi/ui, . . . , Xn/un) represente la substitution simultanee des variables 
xi, . . . ,Xn par les termes ti, . . . ,tn et non la composition des substitutions (xi/ti) . . . {xn/tn)- 

II y a rien de neuf dans la definition de la substitution et de la greffe sauf que I'abstraction 
fonctionne dans le cas du p-calcul sur des termes et pas seulement sur des variables. 

La complexite de la manipulation de variables pour I'a-conversion pent etre evitee en utilisant 
des indices de de Bruijn et une notion de substitutions explicites, dans I'esprit de [CHL96]. Nous 
allons presenter une telle approche dans le Chapitre 7. 
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2.5 Le filtrage 

La liaison entre parametres formels et actuels est basee sur le filtrage qui est done un com- 
posant fondamental du p-calcul. Nous definissons d'abord les problemes de filtrage dans un cadre 

general : 

Definition 2.5 Etant donnee une theorie T sur les p-termes, une T-equation de filtrage est une 
formule de la forme t <IC^ t' , oil t et t' sont des p-termes. Une substitution a est une solution de 
Vequation t t' siT \= a{t) = t' . Un T-systeme de filtrage est une conjonction de T -equations 
de filtrage. Une substitution est une solution d'un T-systeme de fiMrage P si c'est une solution 
de toutes les T -equations de filtrage. Nous notons par F un T-systeme de filtrage sans solution. 
Un T-systeme de filtrage est appele trivial quand toute substitution est une solution du systeme. 

Nous definissons Solution(S) pour un T-systeme de filtrage S comme etant la fonction qui 
retourne I'ensemble de toutes les solutions de S quand S n'est pas trivial et {ED)}, oil ID est la 
substitution identite, quand S est trivial. 

On appelle T-filtre de t at' une substitution a qui est une solution d'un probleme de filtrage 
t t'. Si une telle substitution existe, on dit que le terme t subsume le terme t'. 

Remarquons que si I'algorithme de filtrage echoue (i.e. retourne F) alors la fonction Solution 
retourne I'ensemble vide. 

Puisqu'en general on pent considerer des theories arbitraires sur les p-termes, le T-filtrage 
est en general indecidable, meme lorsqu'on se restreint a des theories equationnelles du pre- 
mier ordre [JK91]. Afin de surmonter ce probleme d'indecidabilite, on pent penser a utiliser 
des contraintes, comme dans la resolution d'ordre superieur avec contraintes [Hue73] ou dans la 
deduction avec contraintes [KKR90]. 

Nous sommes principalement interesses par les cas decidables. Parmi les theories decidables, 
on pent mentionner le filtrage d'ordre superieur avec motif qui est decidable et unitaire comme 
consequence de la docidabilito de I'unification avec motif [Mil91, DHKP96], le filtrage lineaire 
d'ordre superieur [dGOO], le filtrage d'ordre superieur qui est decidable jusqu'au quatrieme or- 
dre [Pad96, Dow92, HL78] (le probleme de decision du cas general etant encore ouvert), beaucoup 
de theories equationnelles du premier ordre comprenant I'associativite, la commutativite, la dis- 
tributivite et la majorite de leur combinaisons [Nip89, Rin96j. 

Par exemple, quand la theorie T est vide, la substitution resultant du filtrage syntaxique entre 
les termes t et t', quand elle existe, est unique et pent etre calculee par un algorithme recursif 
simple donne, par exemple, par G. Huet [Hue76]. Cette substitution pent egalement etre calculee 
par I'ensemble de regies SyntacticM atching on on suppose que le symbole A est associatif et 
commutatif. 
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Fig. 2.1: SyntacticM atching - Regies pour le filtrage syntaxique 
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Proposition 2.1 [KK99J La forme normale de tout probleme de filtrage t <C0 t' calculee par 
les regies SyntacticMatching existe et est unique. Apres avoir enleve de la forme normale toute 
equation dupliquee et toute equation triviale de la forme x ^0 x, si le systeme resultant est : 

1. F, alors il n'y a pas de filtre de t at' et Solution{t <IC0 t') = Solution{F) = 0, 

2. de la forme f\^^j xi ^0 ti avec / 7^ 0, alors la substitution a = {xi/ti)i^i est I'unique filtre 
de t at' et Solution{t t') = Solution{f\-^j Xi <C0 ti) = {a}, 

3. vide, alors t et t' sont identiques et Solution{t •C0 t) = {ID}. 

Exemple 2.2 Si nous considerons le probleme de filtrage {f{x,g{x,y)) f{a,g{a,b)), nous 
appliquons d'abord la regie de filtrage Decomposition et nous obtenons le systeme avec les deux 
equations {x <C0 a) et {g{x, y) <^j^ g{a, b)). Quand nous appliquons la mime regie de nouveau pour 
la deuxieme equation nous obtenons {x ^0 a) et {y <IC0 b). Ainsi, V equation initiale est reduite en 
{x a) A {x <^ a) A {y <^ b) et done Solution{f{x, g{x,y)) <^ f{a,g{a,b)) = {{x/a,y/b)}. 

Pour le probleme de filtrage {f{x,x) f{a,b)) nous appliquons, comme avant, la regie 
Decomposition et nous obtenons le systeme {x <C0 a) A (x "Cg b). Ce dernier systeme est reduit 
par la regie de filtrage MergingClash en F et ainsi, Solution{f{x,x) <C^ f{a,b)) = 0. 

Get algorithme de filtrage syntaxique peut etre etendu d'une fagon naturelle quand on suppose 
qu'un symbole, comme le + par exemple, est commutatif. Dans ce cas-ci, I'ensemble precedent 
de regies devrait etre complete avec : 

CommDec {ti + t2) <■ (t'l + t'2) A P h-^ 

{{ti <• t'^ A t2 t'2) V {ti <• t'2 A t2 <• t'l)) A P 

ou la disjonction a les proprietes habituelles. 

II est clair que dans ce dernier cas le nombre de filtres peut etre exponentiel par rapport a la 
taille des membres gauches des equations de filtrage initiales. 

Exemple 2.3 Quand on filtre modulo la commutativite un terme comme x + y, avec + defini 
comme etant commutatif, contre le terme a + b, la regie CommDec mene a 

{{x <■ a A y <■ 6) V (x <• 6 A y <• a)) 

et ainsi, Solution{x + y a + b) = {{x/a,y/b), {x/b,y/a)}. 

Le filtrage associatif-commutatif (AC) est souvent utilise. II pourrait etre defini en utilisant 
une approche basee sur des regies comme dans [AK92, KR98] ou une approche semantique comme 
dans [Eke93]. 

Comme nous I'avons deja dit, la theorie T est un parametre du p-calcul et ainsi nous notons, 
par exemple, par p0-calcul le p-calcul avec une theorie de filtrage vide (filtrage syntaxique), par 
pc-calcul le p-calcul avec une tlieorie de filtrage commutative, par p^-calcul le p-calcul avec une 
theorie de filtrage associative, par p^^-calcul le p-calcul avec une theorie de filtrage associative- 
commutative. 

2.6 Les regies d'evaluation 

Nous supposons donnee une theorie T sur les p-termes pour laquelle le filtrage est decidable. 

Les regies d'evaluation du p^-calcul decrivent principalement I'application d'un p-terme sur 
un autre p-terme et indiquent le comportement des differents operateurs du calcul quand les ar- 
guments sont des ensembles. En fonction de leurs specificites elles sont decrites dans les Figure 2.2 
a 2.5. 
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2.6.1 L'application d'une regie en tete dans le pT-calcul 

L'application d'une regie de rcccriture d la position de tete d'un terme t est accomplie en 
utilisant les meta-operations de filtrage et application de substitution. D'abord, on filtre le mem- 
bre gauche de la regie de reecriture contre le terme t et puis, les substitutions (aucune, une ou 
plusieurs) obtenues sont appliquees au membre droit de la regie de rcccriture. 

Comme nous I'avons dcja mentionnc prcccdemment, dans le cas general, le filtrage n'est 
pas unitaire et nous devrons traiter ainsi les ensembles (vides ou infinis) de substitutions. Nous 
considerons une application des ensembles de substitutions au niveau meta du calcul representee 
par I'operateur binaire "_((_))" dont le comportement est decrit par la meta-regle : 

Propagate r{{{ai, . . . , (7„, . . .})) ^ {air, anV, . . .} 

Le rcsultat de l'application d'un ensemble de substitutions {(Xi, . . . . a,, . ■ ■ ■} sur un terme r est 
I'ensemble de termes a^r, ou crjr represente le resultat de la (meta-)application de la substitution 
(Tj sur le terme r comme detaille dans la Section 2.4. Notez que lorsque n vaut 0, c'est-a-dire 
I'ensemble de substitutions est vide, I'ensemble de termes instancies est egalement vide. 

L'application d'une regie de reecriture I r sur un terme t est decrite par la regie d'evaluation 
Fire presentee dans la Figure 2.2. La regie Fire, comme toutes les regies d'evaluation du calcul, 
pent etre appliquee a n'importe quelle position d'un p-terme. 



Fire [I ^ r]{t) =^ r{{Solution{l <€Jr t))) 



Fig. 2.2: La regie d'evaluation Fire du pT-calcul 

L'idee centrale est que l'application d'une regie de reecriture / — > r a la position de tete 
d'un terme t, ecrite [I i']{t), consiste a remplacer le terme r par r((3ft)) ou K est I'ensemble de 
substitutions obtenues en T-filtrant I contre t (c'est-a-dire Solution{l <C^ t)). Par consequent, 
quand le filtrage echoue menant a un ensemble vide de substitutions, le resultat de l'application 
de la regie Propagate et ainsi de la regie Fire est I'ensemble vide. 

Une autre fagon de decrire l'application d'une regie de reecriture consiste a expliciter l'appli- 
cation d'un ensemble de substitutions dans la regie Fire qui devient : 

Fire' [I ^ r]{t) =^ {air, . . . ,anr, . . .} 

avec CTj G Solution{l <ci^ t) 

Notons que, comme dans A-calcul, une application pent toujours etre evaluee, mais con- 

trairement au A-calcul, I'ensemble de rcsultats pent etre vide. Plus gcncralement, quand on filtre 
modulo une tlieorie T, I'ensemble de filtres correspondants peut etre vide, un singleton (comme 
dans la tlieorie vide), un ensemble fini (comme dans le cas d'une tlieorie associative-commutative) 
ou infini ([FH83]). Nous avons ainsi choisi de representer les resultats de l'application d'une regie 
de reecriture a un terme par un ensemble. Un ensemble vide signifie que la regie de reecriture 
/ — > r ne s'applique pas sur le terme t dans le sens d'un echec pour le filtrage entre les termes / 
et t. 

Quand nous evaluons, par exemple, l'application [a — ^ b]{o), le membre gauche a de la regie 
de reecriture est filtre contre I'argument a de l'application menant a un ensemble contenant la 
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substitution identite. L'application de cette substitution ne modifie pas le membre droit b de la 
regie et done, l'application est evaluee en I'ensemble {b}. 

Le systeme de filtrage a resoudre pent etre non-trivial comme pour la p-application 
[f{x) — > x]{f{a)) ou la solution du filtrage entre le membre gauche de la regie de reecriture 
et le terme /(a) est la substitution (x/a). Le membre droit x de la regie est instancie par cette 
substitution a a et done, le resultat final de revaluation est le p-terme {a}. 

Si le filtrage entre le membre gauche de la regie de reecriture et I'argument de l'application 
echoue comme, par exemple, pour les applications [a b]{c) et [f{x) x]{g{a)), alors nous 
obtenons un ensemble vide de substitutions et le resultat de revaluation de ces applications est 
I'ensemble vide. 

Mais un filtrage equationnel pent generer plusieurs substitutions comme, par exemple, le 
probleme de filtrage xU y <C;4C' U 6 ayant les solutions {x/a,y/b) et {x/b,y/a) si le symbole 
U est considere associatif-commutatif. Quand de tels operateurs sont utilises dans le membre 
gauche des regies de reecriture, l'application pent etre evaluee a un ensemble ayant plusieurs 
elements. Considerons, par exemple, l'application [x U y — > x](aU6) representant la selection 
non-deterministe d'un des elements du couple a U b. Puisque Solution{x U y ^^c* o U 6) = 
{{x/a,y /b) , {x/b,y /a)}, la meta-regle Propagate evalue x{{{{x/a,y/b), {x/b,y/a)})) en {a,b} et 
done le resultat de revaluation de l'application est {a,b}. 

2.6.2 Les regies Congruence du pr-calcul 

Afin de pousser l'application de regies de reecriture plus profondement dans les termes, nous 
introduisons les deux regies d'evaluation Congruence presentees dans la Figure 2.3. Ces regies 
traitent l'application d'un terme de la forme f{ui, . . . ,Un) (ou / G a un autre terme d'une 
forme semblable. Quand les deux termes de l'application [u]{v) ont le mcme symbole de tete, les 
arguments du terme u sont appliques sur ceux du terme v. Si les symboles de tete ne sont pas 
identiques, un ensemble vide est obtenu. 



Congruence 


[f{uu. 




•>^n)) =^ {f{[ui]{vi),.. 


• , {UnKVn))} 


Congruence fail 




■,Un)]{9{vi,.. 


■,Vm)) =^ 





Fig. 2.3: Les regies d'evaluation Congruence du pr-calcul 



Nous pouvons simuler les reductions utilisant les regies d'evaluation Congruence pour les 
applications d'un terme avec un symbole de tete fonctionnel a un terme de la meme forme 
en transformant le terme initial et utilisant la regie d'evaluation Fire. En effet, l'application 
d'un terme /(?ii, . . . , a un autre terme t (i.e., le terme [f{ui, . . . ,Un)]{t)) est evalue, en 
utilisant les regies d'evaluation Congruence et C ongruence _f ail , au meme terme que l'applica- 
tion du p-terme /(xi, . . . ,x„) f{[ui\{xi), . . . , [un\{xn)) au terme t (formellement, le p-terme 
[f{xi, . . . — > /(['Ui](xi), . . . , ['Un](a;n))](i)) en utilisant la regie Fire. Bien que nous puissions 
exprimer les memes calculs en utilisant seulement la regie d'evaluation Fire et en transformant 
les termes de depart, nous preferons garder les regies d'evaluation Congruence dans le calcul 
pour une representation plus concise des p-termes. 

La representation des resultats des applications par des ensembles a des consequences impor- 
tantes en ce qui concerne le comportement du calcul. Nous pouvons mentionner que lorsqu'on 
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evalue un p-terme, le nombre de symboles d'ensemble dans le terme resultat represente le nombre 
d'applications reduites dans la derivation du terme initial. 

L'application de la regie de reecriture a — ^ 6 a I'argument du terme /(a) peut etre decrite par 
le p-terme [f{x) — > f{[a b]{x))]{f (a)) qui est evalue en utilisant la regie d'evaluation Fire en 
{/([a b]{a))} et puis en {f{{b})}. Mais nous pouvons egalement donner une representation plus 
concise et utiliser le p-terme [/(a — > b)]{f{a)) qui est evalue en appliquant la r6gle d'evaluation 
Congruence en {/([a et puis, conformement a la regie d'evaluation Fire, en {/({&})}• 

On peut remarquer que les deux symboles d'ensemble dans le terme resultat correspondent aux 
deux applications de la regie d'evaluation Fire dans le premier cas et aux applications des regies 
d'evaluation Fire et Congruence dans le deuxi^me cas. 

2.6.3 Le traitement des ensembles dans le pT-calcul 

Les reductions correspondant aux termes contenant des ensembles sont definis par les regies 
d'evaluation presentees dans la Figure 2.4. Ces regies decrivent la propagation des ensembles par 
rapport aux constructeurs de p-termes : les regies Distrib et Batch pour l'application, SwitchL 
et SwitchR pour I'abstraction et OpOnSet pour les fonctions. 
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Fig. 2.4: Les regies d'evaluation Set du p^-calcul 



Le nombre de symboles d'ensemble n'est pas modifie au cours de revaluation par les re- 
gies Distrib, Batch, SwitchL, SwitchR et OpOnSet. De cette maniere, le nombre de symboles 
d'ensemble dans un terme (ne contenant pas d'ensemble vide) compte toujours le nombre de 
regies Fire et Congruence qui ont ete appliquees afin d'obtenir le terme respectif. 

Un resultat de la forme {} (note habituellement 0) represente I'echec de l'application (d'une 
regie de reecriture) et les echecs sont strictement propages dans les p-termes en utilisant I'ensem- 
ble de regies d'evaluation Set. 

La relation de reecriture induite par les regies d'evaluation Fire, Congruence et les regies 
Set est plus fine (c'est-a-dire contient plus d'elements) que la relation standard (sans ensemble) 
et elle est non-confluente. Une raison de la non-confluence est I'absence d'une regie d'evaluation 
similaire aux regies Set pour la propagation des ensemble par rapport aux ensembles. 

L'application de I'ensemble de regies de reecriture {a — > 6, a ^ c} au terme a (i.e. le p-terme 
[{a b,a ^ c}](a)) est reduite en utilisant la regie d'evaluation Distrib en I'ensemble contenant 
les applications de chaque regie au terme a, c'est-a-dire le p-terme {[a — > b]{a), [a —>■ c](a)}. En 
plus, nous pouvons factoriser un ensemble de regies de reecriture ayant le meme membre gauche 
et utiliser le p-terme a — > {b, c} qui est reduit en appliquant la regie d'evaluation SwitchR en 
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{a — >^ 6, a — > c}. Ainsi, nous pouvons dire que le p-terme [a — > {6, c}](a) decrit le choix non- 
deterministe entre I'application de la regie a — ^ 6 au terme a et I'application de la regie a ^ c 
au meme terme a et cette application est reduite en I'ensemble contenant le resultat de deux 
applications, c'est-a-dire {{^},{c}}. 

Considerons maintenant le p-terme [f{a b)](f(a)) qui est reduit, comme montre precedem- 
ment, en {f{{b})} et puis, en utilisant la regie OpOnSet en {{fib)}}. Les deux symboles d'ensem- 
ble correspondent aux deux applications des regies d'evaluation Fire et Congruence sont done 
preserves par I'application de la regie OpOnSet. 

Le resultat obtenu pour revaluation d'une application comme, par exemple, [a b]{c) est 
propage dans les regies de reecriture, les applications et les termes du premier ordre ayant cette 
application en argument. Le p-terme f{[a — >■ b]{c)) est r6duit en utilisant la regie d'evaluation 
Fire en /(0) et ensuite, en appliquant la regie d'evaluation OpOnSet en 0. 

Notons que la propagation d'un ensemble vide dans un terme pent mener a des resultats 
non-convergents par rapport aux regies d'evaluation presentees jusqu'a maintenant. Un p-terme 
g{[a — > 6](c),[a — > b]{a)) est reduit en g'(0, {6}) et ensuite, en appliquant la regie d'evaluation 
OpOnSet nous obtenons soit 0, soit {g{^,b)} en fonction de I'argument considere. Ce dernier 
terme est reduit en {{}}, avec les deux symboles d'ensemble correspondant aux applications des 
regies d'evaluation Fire, mais il ne pent pas etre reduit en 0, terme dans lequel I'information sur 
le nombre de pas d'evaluation est perdue. 

2.6.4 Aplatir les ensembles dans le pr-calcul 

La regie d'evaluation Flat presentee dans la Figure 2.5 decrit la propagation des ensembles 
par rapport aux /3-termes de t>'pe ensemble et Telimination des symboles d'ensemble redondaiits. 



Flat {ui,...,{vi,...,Vn},...,Um} =^ {ui, . . . ,Vi, . . . ,Vn, ■ ■ ■ ,Um} 



Fig. 2.5: La regie d'evaluation Flat du pr-calcul 

Puisque chaque element d'un ensemble represente un des resultats non-deterministes d'une 
reduction, nous pouvons dire qu'un echec dans la reduction d'un element represente I'echec d'une 
des reductions possibles et ne doit pas mener a I'echec de toutes les reductions. Ceci correspond 
exactement au fonctionnement du pT-calcul oii un echec (i.e. I'ensemble vide) obtenu dans la 
reduction d'un element d'un p-terme ensemble n'est pas strictement propage dans le sens ou 
I'ensemble initial n'est pas necessairement reduit en I'ensemble vide. 

La regie d'evaluation Flat est utilisee dans le p-calcul pour aplatir les ensembles et on doit 
noter que, puisque les symboles d'ensemble imbriques sont elimines par cette regie d'evaluation, 
le nombre d'etapes de reduction n'est plus indique par le nombre de symboles d'ensemble. 

La regie d'evaluation qui correspond a la propagation des ensembles pour les symboles 
d'ensemble et qui preserveraient correctement le nombre de symboles d'ensemble est la regie 
d'evaluation Flat_one : 

Flat_one {ui, . . . , {vi, . . . ,Vn}, ■ ■ ■ ,Um} =^ {{ui, . . . ,Vi, . . . ,Vn, ■ ■ ■ ,Um}} 

si m G N* 

L'inconvenient de cette solution est la difference faite entre des termes identiques, mais 
obtenus apres un nombre different de pas de reduction. Par exemple, en utilisant cette approche. 
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le terme {{a}} ne se reduit pas en {a}, ce qui est souhaitable dans un calcul ou nous souhaitons 
que le resultat ne contienne pas d'information sur la derivation qui I'a produit. 

Par consequent, dans une approche utilisant la regie d'6valuation Flat_one nous devons aussi 
introduire la regie d'evaluation Elim qui elimine les symboles d'ensemble redondants : 



En combinant les regies d'evaluation Flat_one et Elim nous obtenons exactement la regie 
d'evaluation Flat presentee ci-dessus. 

Dans la section precedente nous avons vu que le p-terme [a — > {6, c}](a) est reduit en 
{{6}, {c}} et maintenant, nous pouvons utiliser la regie d'evaluation Flat pour reduire ce dernier 
terme en {b,c}. De la meme maniere, le p-terme {{f{b)}} est reduit en {f{b)}. 

En eliminant les symboles d'ensemble redondants nous pouvons resoudre le probleme de non- 
convergence pour la reduction du terme g{[a b]{c), [a — > b]{a)) en {} ou {{}}■ Puisque le terme 
{{}} est reduit en utilisant la regie d'evaluation Flat en {} alors le terme initial ne pent etre 
reduit qu'en {}. 

Le terme [{a —> b,b —i- a}]{a) correspondant a I'application d'un ensemble de regies de 
reecriture est reduite en le terme {[a — > b](a),[b — > a] (a)} et ensuite, en appliquant la regie 
d'evaluation Fire, nous obtenons le terme {{6},0}. Get ensemble est reduit en utilisant la regie 
d'evaluation Flat en {b} et en analysant ce terme resultat nous ne pouvons ni deduire le nombre 
des regies d'evaluation Fire et Congruence ni detecter un echec au cours de revaluation. 

Ce comportement du calcul pourrait etre resume en disant que la propagation de I'echec 
decrite par les regies d'evaluation Set est stricte sur tons les operateurs sauf I'ensemble. En fait, 
nous verrons plus tard que la regie Fire pent induire des propagations non-strictes dans quelques 
cas particuliers (voir I'Exemple 3.5 a la page 63). 

La decision d'utiliser des ensembles pour representer les resultats des reductions a une autre 
consequence importante concernant le traitement des ensembles par rapport au filtrage. 

En effet, les ensembles sont juste utilises pour enregistrer des resultats et nous ne souhaitons 
pas qu'ils fassent partie de la theorie de filtrage. Nous supposons de ce fait que le filtrage utilise 
dans la regie d'evaluation Fire n'est pas realise modulo une theorie equationnelle axiomatisant 
les ensembles. Ceci exige dans certains cas I'utilisation d'une strategie qui pousse les symboles 
d'ensemble des termes autant que possible vers les positions les plus petites (c'est-a-dire distribuer 
les ensembles vers I'exterieur). 

2.7 La strategie d'evaluation 

La definition generale d'une strategie est donnee dans [KKV95a] mais nous specialisons cette 
definition dans le cas du p-calcul. 

Definition 2.6 Une strategie d'evaluation dans le p-calcul est un sous-ensemble de toutes les 
derivations possibles. 

La strategie >S guidant I'application des regies d'evaluation du pT-calcul pent etre cruciale 
pour obtenir les bonnes proprietes pour le calcul. Dans une premiere etape, la propriete principale 
analysce est la confluence du calcul et nous verrons que si la regie Fire est appliquce sans aucune 
restriction et a n'importe quelle position d'un p-terme alors le calcul n'est pas confluent. 

Par exemple, la strategie HOME represente I'ensemble de toutes les derivations, c'est-a-dire 
qu'elle n'est pas restrictive. La strategie vide est la strategie qui ne permet aucune reduction. 
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Nous desirons definir la strategic la moins restrictive permettant d'obtenir certaines proprietes 
et en particulier la confluence du calcul. 

Les raisons de la non-confluence du calcul general sont expliquees dans la Section 3.2 et une 
solution est proposce pour obtenir un calcul confluent. La strategic garantissant la confluence du 
calcul peut etre donnee explicitement ou exprimee comme une condition sur I'application de la 
regie d'evaluation Fire. 

2.8 La definition du /O-calcul 

En utilisant les notions presentees dans les sections precedentes nous donnons la definition 
du pT-calcul general. 

Definition 2.7 Etant donnes un ensemble de symboles de fonctions J- , un ensemble de variables 
X et une theorie T sur les termes de g{T. X) avec un probleme de filtrage decidable, nous appelons 
PT-calcul (ou calcul de reecriture) un calcul defini par : 

- un sous-ensemble non vide q^{T,X) de I'ensemble de termes g{J^,X), 

- I'application (d'ordre superieur) de substitution aux termes comme definie dans la Sec- 
tion 2.4, 

- une theorie T , 

- I'ensemble de regies d'evaluation £ : Fire, Congruence, Congruence_fail, Distrib, Batch, 
Switchi, SivitchR, OpOnSet, Flat (Figure 2.6), 

- une strategic d'evaluation S qui guide I'application des regies d'evaluation. 

Nous utilisons la notation {q-{J-', X),T,S) pour rendre explicite les composants principaux du 
calcul de reecriture considere. Lorsque ces composant sont clairs suivant le contexte, la notation 
simplifiee pT est utilisee. 

Definition 2.8 Un p-terme t tel qu'il existe une regie d'evaluation de I'ensemble £ applicable a 
la position de tete de t est appele un /9-radical ou radical. 

Quand les parametres du calcul general sont remplaces par certaines valeurs specifiques, dif- 
ferentes instances du calcul sont obtenues. Nous pouvons preciser un ou plusieurs des parametres 
et obtenir des calculs (partiellement) instancies comme, par exemple, p^ = (^0(^, A:'), 0, 5), ou 
Qi^{^,X) est un sous-ensemble bien defini de g{J^,X), le filtrage employe est syntaxique et S 
denote une strategic pas encore precisee. 

2.9 Relation de reecriture versus calcul de reecriture 

Les termes du p-calcul contiennent toute I'information necessaire pour leur evaluation. C'est 
egalement le cas pour le A-calcul mais ceci est tout a fait different de la maniere habituelle dont 
les relations de reecriture sont definies. 

Comme vu plus haut, la relation de reecriture engendree par un systeme de reecriture TZ = 
{Zi — > ri, . . . , Z„ — ^ r„} est la plus petite relation transitive stable par contexte et substitution et 
contenant {h,ri), . . . , {ln,rn)- 

Exemple 2.4 Si TZ = {a ^ f{b):b c} alors la relation de reecriture correspondante contient 
{a,f{b)), {b,c), {a,f{c))) et on peut dire que la derivation a f{b) f{c) est engendree par TZ. 

On dit que la relation de reecriture associee d un systeme de reecriture contenant la regie de 
reecriture a ^ a ne termine pas puisque la derivation a ^ a ^ a ^ . . . est generee dans un tel 
systeme. 
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Fig. 2.6: Les regies d'evaluation du pr-calcul 



Dans le p-calcul la situation est differente puisqu'un p-terme est evalue seulement en fonction 
de rinformation de reecriture explicitement contenue dans le terme. L'ensemble des regies de 
reecriture utilisees dans la reduction n'est pas decrit au meta-niveau du calcul mais toutes les 
regies sont presentes dans le p-terme a reduire. 

Exemple 2.5 Dans le p-calcul une derivation similaire d celle generee par la regie de reecriture 
a a de I'Exemple 2.4 doit etre construite explicitement en decrivant, par exemple, toutes les 
application de la regie a ^ a. 

Le p-terme [a o\{a) decrit un pas de reecriture et il est reduit en utilisant la regie d'eval- 
uation Fire en {a}. Le p-terme [a — > a]([a —>■ a](a)) decrit deux applications de la regie a —>■ a 
etant reduit d'abord en [a — ^ st ulterieurement en {a}. 

On doit noter que I'utilisation des regies de reecriture avec une variable comme membre 
gauche dans les p-termes ne conduit pas systematiquement a des reductions non-terminantes. 

Exemple 2.6 La forme normale d'un p-terme [x — > x]{a) est l'ensemble {a} tandis que la 
relation engendree par tout systeme de reecriture contenant la regie x ^ x est non-terminante. 

Dans I'Exemple 2.5 on peut remarquer que pour chaque application d'une regie dans une 
reduction de la reecriture classique le p-terme correspondant doit contenir une application de la 
regie respective a la position appropriee. 

Une autre approche consiste a definir des p-operateurs d'iteration permettant la description 
des strategies de normalisation par rapport a un ensemble de regies de reecriture. La maniere 
dont ces operateurs sont construits sera dccrite ulterieurement mais pour donner une intuition sur 
leur utilisation nous pouvons dire que le p-terme [im{{a — > a})] (a) decrit la reduction innermost 
du terme a par rapport a la regie a — > a et la reduction de ce terme dans le p-calcul est tres 
similaire a celle du terme a par rapport au systeme de reecriture contenant la regie a — > a. 
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Nous allons presenter dans la Section 5.2 une description plus detaillee de la correspondance 
entre la reecriture du premier ordre et le p-calcul mais nous pouvons noter immediatement une 
similarite entre les termes de preuve de la logique de reecriture et les p-termes. 

Exemple 2.7 Considerons une theorie de reecriture basee sur la regie de reecriture etiquetee 
[a,2b] a h. Dans cette theorie nous pouvons deduire le sequent f{a2b) : f{a) — >■ f{h), oil f est 
un symbole de la signature. 

En partant du terme de preuve f{a2b) pour la reduction f{a) —>■ f{b) nous construisons le 
p-terme [f{a ^ b)]{f{a)) avec la reduction [f{a b)]{f{a)) — >p f{[a b]{a)) — >p f{{b}) — >p 

{fm- 

Si nous identifions I 'etiquette d'une regie avec la regie nous pouvons dire que I 'application du 
terme de preuve f{a2b) au terme initial f{a) (i.e. le p-terme [/(a b)]{f{a))) est reduite en 
I'ensemble contenant le terme final fib) (i.e. {fib)}). 

Nous avons done une interpretation immediate des termes de preuve de la logique de reecriture 
par des p-termes mais il existe des reductions des p-termes sans terme de preuve correspondant. 

II n'existe pas de correspondance directe entre la reduction des p-termes contenant des en- 
sembles et les termes de preuve mais nous pouvons considerer, par exemple, qu'a la reduction du 
terme [{a — >■ 6, a — »■ c}](a) en {6, c} correspondent les deux termes de preuve pour I'application 
des regies de reecriture a ^ 6 et a ^ c au terme a. 

Si nous considerons des p-regles de reecriture ne contenant pas seulement des termes du 
premier ordre dans le membre droit nous obtenons immediatement des p-r6ductions sans aucune 
correspondance dans les termes de preuve. Par exemple, pour la p-reduction de I'application 
[x ^ \y ^ x\J y\{b)\{a) en {a U 6} il n'existe pas de terme de preuve associe. 

2.10 Instances du calcul de reecriture 

Cette section a pour objectif d'illustrer les concepts que nous avons presentes auparavant en 
donnant quelques exemples de p-termes et de p-roductions. 

Nous allons commencer par la partie fonctionnelle du calcul et nous donnons les p-termes 
representant certains A-termes. Par exemple, la A-abstraction Ax.(y x), on y est une variable, 
est representee par la p-regle x — [y](a:;). L'application de ce A-terme a une constante a, notee 
en A-calcuI \x.{y x) a, est representee dans le p-calcul par I'application [x — > [y](,T)](a). Cette 
application est reduite dans le A-calcul en (y a) tandis que dans le p-calcul le resultat de la 
reduction du terme correspondant est le singleton Nous pouvons etre plus precis et 

dire que les A-termes et reductions ci-dessus sont representes dans le p0-calcul ou le filtrage est 
syntaxique. Lorsqu'une notation fonctionnelle fix) est choisie pour (/ x), le A-terme A.x./(x) 
est represente par le p-terme x — > fix). On note que pour les p-termes de cette forme (c'est-a- 
dire des regies de reecriture qui ont une variable comme membre gauche) le filtrage syntaxique 
effectue dans le p0-calcul est trivial, il n'echoue jamais et fournit toujours un seul resultat. 

II n'y a pas de difficulte a representer des A-termes plus elabores dans le p0-calcul : 

Exemple 2.8 Considerons le terme Xx.fix) {Xy.y a) avec la P-derivation suivante : 

\x.fix) {Xy.y a) — Xx.f{x) a — f{a) 
La derivation correspondante dans le p!j^- calcul pour le p-terme correspondant est la suivante : 

[X fix)]i[y y]ia)) >Fire [x f{x)]{{a}) >Batch 



{[X ^ f{x)]{a)} ^Fire {{/(a)}} -^Flat {/(a)} 
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Naturellement, plusieurs strategies de reduction peuvent etre utilisees dans le A-calcul et etre 
reproduites en consequence dans le pg-calcul. En effet, nous verrons dans la Section 5.1 que le 
/90-calcul contient strictement le A-calcul. 

Le A-calcul avec motifs presentc dans [PJ87] enrichit le A-calcul avec des "A-abstractions 
filtrantes" permettant des motifs plus elabores qu'une simple variable dans I'abstraction. De 
la meme mani^re que dans le p-calcul, le mecanisme de filtrage est utilise pour instancier les 
variables liees d'une abstraction et ce calcul pent etre represents dans le p-calcul de la meme 
fagon que le A-calcul. 

Exemple 2.9 Considerons, par exemple, le X-terme \{PAIR x y).x qui selectionne le premier 
element d'une paire et I'application X{PAIR x y).x {PAIR a h). En filtrant le motif {PAIR x y) 
contre le terme {PAIR a h) la variable x est liee a a et done I'application est reduite en a. 

La representation dans le p-calcul du premier X-terme est la regie Pair{x,y) —>■ x, oil Pair 
est le symbole de fonction qui correspond au symbole PAIR, et I'application correspondante 
[Pair{x,y) — ^ x]{Pair{a,b)) est reduite dans le p-calcul en {{x/a,y/b)x}, c'est-a-dire en {a}. 

Si nous introduisons de I'information contextuelle dans les membres gauches des regies de 
reecriture nous obtenons les regies de reecriture classiques comme, par exemple, /(a) — > f{h) 
ou f{x) — > g{x). Quand nous appliquons une telle regie de reecriture le filtrage pent echouer et 
par consequent, I'application pent echouer. Comme nous I'avons deja precise dans les sections 
precedentes, I'echec d'une regie de reecriture n'est pas une meta-propriete dans le p-calcul mais 
elle est representee par un ensemble vide (de resultats). 

Exemple 2.10 Dans la reecriture de termes classique on dit que I'application de la regie de 
reecriture f{a) f{b) ne s 'applique pas au terme f{c) tandis que dans le p-calcul le terme 
[f{a) f{b)]{f{c)) est reduit en 0. 

Puisque la construction des regies de reecriture est faite sans aucune restriction, une regie 
de reecriture pent avoir une variable comme membre gauche comme, par exemple, x ^ x + 1 
et une regie pent introduire de nouvelles variables comme dans f{x) g{x,y). L'utilisation des 
variables libres dans les p-regles, permet par exemple la construction dynamique de regies de 
reecriture classiques. 

Exemple 2.11 Le p-terme [f{x) — > g{x,y)]{f{a)) representant I'application de la regie de reecri- 
ture f{x) g{x,y) au terme f{a) est evalue en {g{a,y)} en gardant done la variable y libre. 

En partant de la p-regle de reecriture precedente nous pouvons construire une application [y 
{f{x) — > g{x,y))]{a) qui est evaluee en {f{x) g{x,a)}. Dans ce cas-ci la variable y est libre 
dans la regie de reecriture f{x) — > g{x,y), mais elle est liee dans la regie y — >■ {f{x) — > g{x,y)). 

On pent aussi remarquer que les variables libres dans le membre droit d'une p-regle de 
reecriture nous permettent la "parametrisation" des regies de reecriture par des "strategies", 
comme dans le terme y — > [f{x) [y]{x)]{f {a)) ou le terme applique a x n'est pas connu dans 
la regie f{x) [y]{x)- La reduction de I'application [y [f{x) [y]{x)]{f {0'))]{0' b) revient 
a la reduction de I'application [f{x) [a ^ b]{x)]{f{a)) en {b}. 

Quand le filtrage est effectue modulo une theorie equationnelle nous obtenons des comporte- 
ments interessants nous permettant de decrire d'une maniere concise des operations complexes. 
Nous rappelons que le pc-calcul, le p^-calcul et le p^c-calcul representent le pj-calcul avec une 
theorie de filtrage commutative, associative et associative-commutative respectivement. 

L'utilisation d'une theorie de filtrage associative nous permet, par exemple, d'exprimer le fait 
qu'une expression accepte plusieurs parenthesages. 
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Exemple 2.12 Prenons I'operateur binaire o qui represente la concatenation de deux listes avec 
des elements d'un certain type Elem. Nous considerons que tout objet de type Elem represente 
une liste contenant seulement cet objet. 

Si nous definissons I'operateur o comme etant associatif, la regie de reecriture decrivant la 
decomposition d'une liste peut etre definie dans le pA-calcul par : loV I. Quand nous appliquons 
cette regie a la liste a oh o co d nous obtenons comme resultat le p-terme {a, a o b,a o b o c} . Si 
I'operateur o n'avait pas ete defini comme etant associatif, nous aurions obtenu comme resultat 
de I 'application precedente un des singletons {a} ou {aob} ou {ao(6oc)} ou encore {{aob)oc}, 
en fonction du parenthesage du terme a o b o c o d. 

Dans I'exemple precedent nous avons considere tons les parenthesages possibles d'un terme 
construit en utilisant un operateur associatif mais I'ordre des arguments etait le meme dans tons 
les cas. En utilisant une theorie de filtrage commutative nous pouvons, par exemple, representer 
le fait que I'ordre des arguments d'un terme n'est pas significatif. 

Exemple 2.13 Considerons un operateur commutatif ® et la regie de reecriture x ® y ^ x qui 
selectionne un des elements d'un t-uplet x®y. Dans le pc-calcul rapplication [x(By ^ x](a(Bb) 
est reduite en I'ensemble {a,b} correspondant au choix non-deterministe entre les deux resultats. 
Dans la reecriture modulo classique, le resultat de I'application peut etre soit a soit b. 

Nous pouvons egalement utiliser une theorie associative-commutative comme, par exemple, 
dans le cas d'un operateur decrivant la formation des multi-ensembles. 

Exemple 2.14 Nous considerons de nouveau I'operateur o mais cette fois-ci nous le definissons 

comme etant associatif-commutatif. Nous introduisons la regie de reecriture x o x o L —> L qui 
elimine les douhlons des listes de type Elem. Puisque le filtrage est fait modulo I'associativite- 
commutativite, I'application de cette regie a un ensemble elimine les doublons quelles que soient 
leurs positions dans la representation de I'ensemble. 

Par exemple, dans le pAC-calcul, I'application [x o x o L ^ L](a o b o c o a o d) est reduite en 
{bo cod,} : la recherche des deux elements egaux est faite grdce au filtrage modulo I'associativite- 
commutativite de I'operateur o. 

Une autre facilitc est obtenue grace a I'utilisation des ensembles pour dccrire le non-dctermi- 
nisme. Ceci nous permet d'exprimer facilement I'application non-deterministe d'un ensemble de 
regies de reecriture a un terme. 

Exemple 2.15 Considerons, par exemple, I'operateur en tant qu'operateur syntaxique. Si nous 
voulons le mime comportement que pour I'operateur commutatif (B de I'Exemple 2.13 et selec- 
tionner chaque element du term,e x®y, deux regies de reecriture devraient etre appliquees d'une 
fagon non-deterministe comme dans la reduction suivante : 

[{x i^iy ^ x,x 0y ^ y}]{a (2> b) — ^oistrib {[ic (8) y -> x]{a <^b),[x <^y ^ y]{a (?) b)} — ^pire 

{{a}) {b}} — 'Flat {a,b} 

Nous pouvons exprimer le meme comportement en utilisant une regie de reecriture avec un 
membre droit non-deterministe et dans ce cas nous obtenons deux reductions possibles : 

[x^y ^ {x,y}]{a ® b) — ^SwitchR [{x^y ^ x,x®y ^ y}]{a^b) — > {a,b} 

ou 

[x®y ^ {x, y}] (a (g) b) — >Fire {{a, b}} — >Fiat {a, b} 



2.10. Instances du calcul de reecriture 
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Le non-determinisme represente par un ensemble de resultats peut apparaitre non seulement 
au niveau des regies de reecriture d'une application mais aussi bien au niveau des arguments de 
I'application. L'argument d'une application peut etre un p-terme quelconque et en particulier 
un terme se rcduisant en un ensemble. Get ensemble represente le choix non-deterministe parmi 
ses elements et Tapplication d'une regie de reecriture a I'ensemble est reduite en I'ensemble 
d'applications de la regie respective a chaque element. 

Exemple 2.16 Pour le terme [a b]{{a,b}) nous obtenons la reduction 
[a b]{{a,b}) 

''Batch ''Fire 

{{6},0} ^Flat{h] 

On doit remarquer que dans la reduction du terme p-terme [a — > 6] ({a, 6}) seuls les resultats 
des applications ne menant pas d un echec figurent dans le terme final. Nous pouvons ainsi obtenir 
un resultat deterministe (ensemble avec un seul element) meme si le terme de depart contient 
des ensembles ayant plus d'un element ou des termes se reduisant d'une fagon non-deterministe 
(en un ensemble ayant plus d'un element). 

Nous avons insiste dans cette section sur I'application des regies de reecriture mais des 
/9-termes plus elabores peuvent etre utilises dans les applications comme decrit, par exemple, 
par les regies d'evaluation Congruence. Dans la Section 5.2 nous detaillons I'encodage de la 
reecriture (conditionnelle) de termes et dans la Section 5.4 nous montrons I'utilisation des p- 
termes pour representer les regies et strategies du langage ELAN. 

Conclusion 

Dans ce chapitre nous avons introduit le p-calcul en definissant ses composants : la syntaxe, 
I'application de substitution, le filtrage, les regies d'evaluation et la strategic d'evaluation. Nous 
avons discute nos principaux choix et nous avons presente des exemples d'utilisation du calcul. 

Dans le p-calcul I'operateur d'abstraction est la fleche, I'application est une operation explicite 
representee en utilisant I'operateur [ ]( ) et le non-determinisme est exprime en utilisant les 
ensembles de p-termes. Nous employons la substitution d'ordre superieur qui utilise I'a-conversion 
afin d'eviter la capture des variables. La theorie de filtrage est un parametre du p-calcul et meme 
si dans le cas general nous considerons un filtrage d'ordre superieur, nous sommes principalement 
interesses par les cas decidables. Les regies d'evaluation decrivent I'application des p-termes ainsi 
que le comportement des ensembles par rapport aux autres operateurs du p-calcul. La strategic 
d'evaluation guide I'application des regies d'evaluation et elle est utilisee principalement afin 
d'obtenir certaines propri6t6s pour le p-calcul et en particulier la confluence du calcul. 

Nous aA'ons introduit plusieurs instances du p-calcul obtenues en remplagant les parametres 
du calcul par certaines valeurs specifiques. Nous avons presente la translation de certains A-termes 
en des p-termes et la maniere dont nous pouvons decrire en p-calcul des reductions de la reecriture 
de termes classique. Nous avons aussi montre le pouvoir d'expression des instances du p-calcul 
utilisant une theorie de filtrage equationnelle. Ces travaux ont ete presentes aux conferences 
ASIAN'98 [CK98] et FroCoS'98 [CK99a]. 
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Chapitre 3 

Sur la confluence du p-calcul 



Dans le Chapitre 2 nous avons introduit le pr-calcul general et nous avons mentionne que 
le calcul n'est pas confluent si les regies d'evaluation sont guidees par la strategic MOM£ qui 
n'impose aucune restriction. Ce resultat negatif est obtenu meme si la theorie T de filtrage est 
vide. 

Nous analysons dans ce chapitre les raisons conduisant a la non-confluence du p-calcul et nous 
proposons plusieurs strategies confluentes. En partant des exemples simples de reductions non- 
confluentes nous deduisons les conditions a imposer pour I'application des regies d'6valuation afin 
d'empccher de telles reductions non-convergentes. Nous voulons obtenir d'un cote une strategic 
simple a exprimer et aussi facile a implanter, et d'un autre cote une strategic qui n'impose aucune 
restriction sur les reductions de certaines instances specifiques du p-calcul, comme par exemple 
la representation du A-calcul dans le p-calcul. 

Dans un premier temps, nous introduisons une strategic confluente generique en dccrivant les 
reductions interdites. Nous definissons ensuite plusieurs contraintes sur la structure des termes 
permettant d'eliminer les reductions non-confluentes et done, d'etablir la confluence du calcul. 
Les conditions imposees sur les termes sont relativement simples mais assez restrictives et dans 
la derniere section de ce chapitre nous presentons une autre approche ou les conditions sur la 
structure des termes sont plus compliquees mais moins restrictives. 

3.1 Le y90-calcul 

Pour une instance sp6cifique du pr-calcul, il y a un rapport fort entre les termes presents 
dans le membre gauche d'une regie de reecriture et la theorie T. Intuitivement, la theorie T doit 
etre assez puissante pour permettre suffisamment d'applications de regies de reecriture. 

Par exemple, si nous utilisons le filtrage syntaxique, le p-terme [[a — > c](a) a] ([6 c](6)) 
est reduit par la r^gle Fire appliquee a la position de tete en I'ensemble vide. Si nous commengons 
par cvaluer les deux applications [a c] (a) et \b — > c] (6) en {c} et si les ensembles sont ensuite 
distribues en utilisant les regies d'evaluation du p-calcul, alors nous obtenons comme resultat de 
I'application initiale le terme {[c a](c)} qui est ensuite reduit en {a}. 

Afin d'obtenir la confluence du calcul nous pouvons demander que la regie d'evaluation Fire 
soit appliquee sur un terme [/ r](f) seulement si les termes I et t sont des termes du premier 
ordre, i.e. /,t G Tjr[X). De cette maniore nous garantissons que le resultat est la consequence 
d'une incompatibilite (du premier ordre) entre les termes / et t et pas d'une evaluation incomplete 
d'un des deux termes. 

II semble plus interessant d'utiliser le filtrage d'ordre superieur au lieu du filtrage syntaxique 
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quand les membres gauches des regies contiennent des abstractions et des applications. Si nous 
utilisons une theorie T d'ordre superieur, alors le terme [[a c](a) —f d\{\b c](6)) peut etre 
reduit directement par la regie Fire dans le terme {a}. Mais la complexite du calcul et done de 
I'analyse de la confluence sont fortement influencees par la complexite de cette theorie de filtrage. 

Puisque le pr-calcul est tres general, nous nous limitons dans I'analyse de la confluence au 
/90-calcul que nous deflnissons comme le p-calcul oii la theorie de flltrage est limitee au flltrage 
syntaxique du premier ordre. Nous obtenons la deflnition du /90-calcul comme une instance de la 
Deflnition 2.7 : 

Definition 3.1 Etant donne un ensemble de symboles de fonctions J- , un ensemble de variables 

X , nous appelons pij)-calcul un calcul defini par : 

- un sous-ensemble Qijf{J-',X) de I'ensemble de termes q{J-,X) tel que toutes les regies de 
reecriture soient de la forme I ^ r avec l G Tj7(X), 

- I 'application (d'ordre superieur) de substitution aux termes, 

- la theorie (filtrage syntaxique), 

- les regies d'evaluation Fire, Congruence, C ongruence _ f ail , Distrib, Batch, SwitcfiL, 
SwitcfiR, OpOnSet, Flat, 

- une strategic d'evaluation S qui guide I 'application des regies d'evaluation. 

Nous obtenons done le calcul pQ = {gii){J^, X), 0, S) ou la strategic S n'est pas encore precisee. 

Puisque toutes les regies de reecriture du /90-calcul ont comme membre gauche un terme du 
premier ordre, nous pouvons remarquer immediatement que la regie d'evaluation SwitciiL ne 
sera jamais utilisee. Pour permettre I'extension facile du /90-calcul a un calcul avec un ensemble 
de termes etendu, nous considererons la regie d'evaluation Switchi dans les preuves et nous 
preciserons explicitement les points oii la restriction aux termes de Q(i^{J^,X) est nccessaire. 

Puisque le flltrage syntaxique du premier ordre est unitaire, la meta-regle Propagate presentee 
dans la Section 2.6.1 donne toujours comme resultat un singleton {err} ou I'ensemble vide. Par 
consequent, la regie d'evaluation Fire peut etre remplacee par la regie : 

Firefjj [I ^ r](t) =^ {ar} 

avec cr G Solution{l t) 

Si le filtrage I <C0 t echoue alors, il n'existe pas de substitution a et le resultat de I'application 
de la regie Firein est I'ensemble vide. Nous pouvons simplifler encore plus cette regie en deflnissant 
explicitement les cas d'echec et de succes par les deux regies suivantes : 

Fire' [I ^ r]{al) =^ W'>'} 
Fire" [l^rjit) =^ 

si il n'existe aucune substitution a telle que al = t 

Le cas des theories equationnelles finitaires decidables est plus technique mais est con- 
ceptuellement similaire au cas de la theorie vide. Le cas des theories avec des problemes de 
flltrage inflnitaires ou indecidables pourrait etre traitee sans difficultes majeures initiales en util- 
isant des /9-termes contraints dans I'esprit de [KKR90]. 

Dans les sections suivantes nous analysons les problemes lies a la confluence du p0-calcul en 
presentant d'abord des exemples de reductions non-confluentes dans le cas ou les regies d'evalu- 
ation sont guidees par la strategic AfOAfS et nous proposons ensuite des strategies permettant 
d'obtenir la confluence. 
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3.2 La non-confluence du calcul de reecriture de base 

II est facile de remarquer que le p0-calcul n'est pas confluent et nous fournissons dans cette 
section des exemples typiques de derivations non-confluentes. 

Une premiere raison de la non-confluence est le conflit entre I'utilisation du filtrage syntaxique 
et la representation des resultats des reductions par des ensembles. Ceci mene, d'une part, a des 
echecs de filtrage indesirables dus aux termes qui ne sont pas completement evalues ou pas 
encore instancies. D'autre part, nous pouvons avoir soit des ensembles ayant plus d'un element 
qui peuvent mener a des resultats indesirables dans un contexte non lineaire, soit des ensembles 
vides qui ne sont pas strictement propages. 

Un premier exemple de non-confluence est obtenu si nous reduisons un (sous-)terme de la 
forme [I —>■ r] (t) en filtrant Z et t et le filtrage echoue : 

Exemple 3.1 [Variable potentiellement instancieej 

b]{x)]{a) 



{[a^b]{a)} 




Fire 



Switchji 



{{b}} 



[0](a) 



Flat 



{b} 



Distrib 



Dans devaluation du radical [a b]{x) le filtrage a x echoue, m.enant au resultat 0. Par 
centre, dans le radical exterieur, le filtrage x a reussi et le resultat de I' application permet de 
filtrer maintenant a <C^ a qui reussit et a comme resultat la substitution identite. 

Dans I'Exemple 3.1 on peut remarquer qu'un terme peut etre reduit en un ensemble vide 
a cause d'un echec de filtrage impliquant ses variables liees. Un resultat different de I'ensemble 
vide peut etre obtenu si les reductions des sous-termes contenant les variables respectives sont 
effectuees aprcs I'instanciation de ces variables. 

Une situation similaire est obtenue lorsque la regie d'evaluation Fire engendre un resultat 
par suite d'un echec de filtrage et I'application d'une autre rSgle d'6valuation avant la regie Fire 
mene a un resultat non vide. Dans I'Exemple 3.2 nous illustrons ce comportement en commengant 
revaluation soit par la regie d'evaluation Fire soit par la regie d'evaluation Batch. 

Exemple 3.2 [Terme non reduit[ 

[/(x)^x]({/(a)}) 



{[/(^)-^](/(«))} 

Fire 

{{«}} 
Flat 

{a} 



62 



Chapitre 3. Sur la confluence du p-calcul 



Le filtrage f{x) {/(a)} echoue mais le filtrage f{a) <C0 f{a) reussit et ainsi, nous obtenons 
deux reductions non-convergentes. 

Dans les exemples precedents les reductions non-confliientes d'un terme sont provoqiiees par 
le filtrage qui peut soit ecliouer, si la premiere etape de la reduction est I'application de la regie 
Fire, soit reussir, si une autre reduction est effectuee avant I'application de la regie Fire. Une 
situation similaire survient si un echec de filtrage est obtenu du a un sous-terme non reduit de 
I'argument de I'application et le filtrage reussit quand le sous-terme est reduit. Dans ce cas, des 
exemples de non-confluence peuvent etre facilement trouves : 

Exemple 3.3 [Sous-terme non reduit] 



[a^b]{[a^a]{a)) 




Fire 

{{b}} 

Flat 

{b} 

Les fiUrages a -Cg [a — > a] (a) et a <C0 {a} echouent mais le filtrage a •C0 a reussit et ainsi, 
nous obtenons une reduction avec un resultat qui ne peut pas etre reduit en 0. 

Afin d'eviter ce genre de situation nous ne devrions pas permettre la reduction d'lme appli- 
cation de la forme [Z — ^ r](i) lorsque I'echec du filtrage entre les termes I et t est cause par les 
regies de filtrage SymholV ariahleClash (Exemple 3.1) ou SymbolClash (Exemple 3.2, 3.3) mais 
il existe dans t des variables qui ne sont pas instanciees ou il existe certains sous-termes (stricts 
ou non) de t qui soient des ensembles ou qui ne soient pas suffisamment reduits. 

Les regies de filtrage SymholV ariahleClash et SymholClash ne seraient jamais appliquees 
dans les conditions precedentes si I'ensemble de positions fonctionnelles du terme I etait un 
sous-ensemble de I'ensemble de positions fonctionnelles du terme t. Ce n'est pas le cas dans 
I'Exemple 3.1 ou, dans le terme [a h]{x), la position de a est une position fonctionnelle et 
la position correspondante dans I'argument de I'application est la position variable de x. Dans 
I'Exemple 3.2 et dans I'Exemple 3.3 une position fonctionnelle dans le membre gauclie de la regie 
de reecriture correspond a un ensemble et a une application respectivement dans le terme a filtrer 
et la condition n'est pas satisfaite. 

Par consequent, nous pourrions considerer que la regie d'evaluation Fire est appliquee seule- 
ment quand la condition sur les positions fonctionnelles est satisfaite. Malheureusement, une 
telle condition ne suffira pas pour eviter un ochec indcsirable du filtrage a cause de I'application 
de la regie de filtrage MergingClash quand le terme I n'est pas lineaire, comme montre dans 
1' exemple suivant : 

Exemple 3.4 [Non-linearite a gauche] 
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[f{x,x) x]{f{a, [a -> a] (a))) 




Batch 

{[f{x,x)^x]{f{a,a))} 

Fire 

{{a}} 

Flat 

{a} 

L'ensemble de positions fonctionnelles du terme f{x,x) est un sous-ensemble de I'ensemble 
de positions fonctionnelles du terme f{a, [a o]{a)) mais le filtrage f{x,x) <C0 /(a, [a a](a)) 
echoue et le terme est reduit en 0. Similairement, le filtrage f{x,x) f{a, {a}) echoue menant 
d 0. 

Dans I'Exemple 3.4 la presence des ensembles dans le terme t pent conduire a un echec de 
filtrage qui est evite si les ensembles sont distribu6s avant I'application de la regie d'evaluation 
Fire. De la meme manicre, des variables non-instancices ou des termes insuffisamment rcduits 
peuvent engendrer des echecs de filtrage qui peuvent etre evites si les variables sont instanciees et 
les termes reduits. Ainsi, une condition sufHsante pour assurer le comportement desire imposerait 
que I'argument de I'application soit un terme du premier ordre clos. 

Un autre cas pathologique survient quand le terme t de I'application [I —>■ r]{t) contient un 
ensemble vide. Plus precisement, I'application de la regie d'evaluation Fire pent mener a la 
non-propagation de I'echec et ainsi, a la non-confluence du calcul, comme dans I'Exemple 3.5. 

Exemple 3.5 [Propagation non striate de I'echec] 

[x^hm 

Firey^ ^X^Boteh 

W 

Un comportement similaire a celui prosento dans I'Exemple 3.5 est obtenu si I'argument de 
I'application pent etre reduit en un ensemble vide, comme dans le terme [x b]{[a b](b)) 
qui pent etre reduit en {6} ou 0. De la meme fagon, si I'argument de I'application pent etre 
instancie en un ensemble vide nous obtenons deux resultats non-convergents, comme pour le 
terme [y —i- [x b]{y)]{9) qui mene soit a un ensemble vide soit a {b}. 

Une premiere approche pour resoudre ce probleme consiste a ne pas appliquer la regie d'e- 
valuation Fire si I'argument de I'application de la regie de reecriture est l'ensemble vide ou pent 
etre reduit ou instancie en l'ensemble vide. On peut remarquer que la condition d'application 
de la regie d'evaluation Fire est necessaire seulement dans le cas des regies dites non-regulieres, 
c'est-a-dire telles que les variables libres du membre gauche de la regie de reecriture ne soient 
pas libres dans le membre droit de la regie. Par exemple, le terme [x — > a^](0) sera toujours reduit 
en independemment de la regie d'evaluation utilisee. 



64 



Chapitre 3. Sur la confluence du p-calcul 



Batch 




J{x,x)\{a), [x 

Fire 

{{/(a,a)},{/(6,6)}} 

Flat 

{/(a,a),/(6,6)} 



L'application de regies de reecriture non-regulieres a des ensembles vides peut done mener 
a des reductions non-convergentes. Des echecs de filtrage ind6sirables et done des reductions 
non-confluentes peuvent etre obtenus si des ensembles avec un (ou plusieurs) element (s) sont 
presents dans I'argument d'une application. Les ensembles ayant plus d'un clement peuvent 
mener egalement a des reductions non-convergentes s'ils apparaissent dans un contexte non- 
lineaire. 

En effet, en appliquant une regie de reecriture non-lineaire a droite sur un terme qui contient 
des ensembles ayant plus d'un element, nous obtenons des reductions non-convergentes comme 
dans I'exemple suivant : 

Exemple 3.6 [Non-linearite a droite] 

[x f{x,x)]{{a,b}) 

Fire 

{/({a, 6}, {a, 6})} 

OpOnSet 

{{f{a,{a,b})J{b,{a,b})}} 

OpOnSet 

{{{f{a,a)J{a,b)},{f{b,a)J{b,b)}}} 

Flat 

{f{a,a),f{a,b)Jib,a),f{b,b)} 

On peut remarquer qu'un comportement similaire a celui presente dans I'Exemple 3.6 est 
obtenu si I'argument de l'application de la regie de reecriture peut etre reduit ou instancie en 
un ensemble avant plus d'un element, comme pour les termes [x f{x,x)]{[a — {a, 6}] (a)) ou 

[y--[x^f{x,x)]{yma,b})- 

La solution immediate pour eviter des reductions non-convergentes comme celles presentees 
dans I'Exemple 3.6 consiste a ne pas appliquer la regie d'evaluation Fire si I'argument de l'ap- 
plication est un ensemble ayant plus d'un element ou si I'argument peut etre reduit ou instancie 
en un ensemble ayant plus d'un element. Cette restriction peut etre allegee en imposant la con- 
dition sur I'argument de l'application seulement quand la regie de reecriture de l'application est 
non-lineaire a droite. 

Pour resumer les problemes presentes dans les exemples de cette section, la non-confluence 
est due a l'application de la regie d'evaluation Fire trop tot dans une reduction et les situations 
typiques que nous voulons eviter sont : 

- l'application prematuree de la regie d'evaluation Fire pour une application contenant des 
variables non-instancices (Exemple 3.1), 

- l'application prematuree de la regie d'evaluation Fire pour une application contenant des 
termes non-reduits (Exemple 3.2, Exemple 3.3), 

- l'application prematuree de la regie d'evaluation Fire pour une application contenant une 
regie de reecriture non-lineaire a gauche (Exemple 3.4), 

- l'application de la regie d'evaluation Fire pour l'application d'une regie de reecriture (non- 
lineaire a droite) a un terme contenant un ensemble ayant plus d'un element (Exemple 3.6), 
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- I'application de la regie d'evaluation Fire pour I'application d'une regie de reecriture (ne 
conservant pas les variables du membre gauche dans le membre droit) a un terme contenant 
I'ensemble vide (Exemple 3.5). 

3.3 Strategies confluentes pour le p0-calcul 

Comme nous venons de le voir, le calcul n'est pas confluent si aucune strategic n'est employee 
pour guider I'application des regies d'evaluation. Mais la confluence pent etre obtenue avec une 
strategic appropriee d'evaluation. En particulier, cette strategic devrait imposer que la propaga- 
tion de I'echec dans les termes soit stricte et que les variables non-lineaires des termes ne soient 
pas instanciees par des ensembles ayant plus d'un element. 

3.3.1 Premieres strategies 

Nous avons vu dans la section precedente que la possibilite d'avoir des ensembles vides ou 
ayant plusieurs elements mene immediatement a des reductions non-confluentes impliquant les 
regies d'evaluation Fire et Congruence. Une premiere approclie envisagee consiste a reduire 
un p-terme en appliquant d'abord toutes les regies manipulant des ensembles {Distrib, Batch, 
SwitchL, SwitchR, OpOnSet, Flat) et seulement quand aucune de ces regies ne s'applique plus, 
appliquer une des regies Fire, Congruence, Congruence_fail a des termes ne contenant pas 
d'ensemble. 

Mais une application pent etre reduite, en utilisant la regie Fire, en un ensemble vide ou 
ayant plusieurs elements generant ainsi des eventuelles reductions non-confluentes et done, cette 
strategic n'est pas suffisante pour assurer la confluence du calcul. Un autre inconvenient de cette 
approche est que pour aucune instance du p-calcul la strategic proposee ne se reduit pas a la 
strategic triviale AfOMS. 

Puisque les ensembles (vide ou ayant plus d'un element) sont la cause principale de la non- 
confluence du calcul, une strategic naturelle consiste a reduire I'application d'une regie de reecri- 
ture en un terme en respectant les etapes suivantes : instancier et reduire d'abord I'argument de 
I'application, faire monter les symboles d'ensemble a I'exterieur de I'application en les distribuant 
dans les termes et seulement lorsqu'aucune des reductions precedentes n'est possible, appliquer 
la regie d'evaluation Fire. Nous pouvons exprimer facilement cette strategic en imposant une 
condition simple pour I'application de la regie d'evaluation Fire. 

Definition 3.2 Nous appelons ConfStratStrict la strategie qui consiste a appliquer la regie d'e- 
valuation Fire a un radical \l r]{t) seulement si le terme t est un terme clos du premier 
ordre. 

La strategie ConfStratStrict est tres restrictive et nous voudrions dcfinir une strategie plus 
generale qui devient triviale (c'est-a-dire n'impose aucune restriction) pour des restrictions du 
/90-calcul general a des calculs plus simples comme le A-calcul. 

Nous proposons maintenant une strategie qui emerge des contre-exemples presentcs dans la 
Section 3.2 et qui permet I'application de la regie d'evaluation Fire seulement si un eventuel 
echec dans le filtrage est preserve par les p-reductions et I'argument de I'application ne pent pas 
etre reduit en un ensemble vide ou ayant plus d'un element. 

Definition 3.3 Nous appelons ConfStratGen la strategie qui consiste d appliquer la regie d'eval- 
uation Fire d un radical [I r]{t) seulement si : 

- t E Tfr est un terme clos du premier ordre 
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ou 

- le terme t est tel que si le fiUrage I t echoue alors pour tout terme t' obtenu en 
instanciant ou p-reduisant t le filtrage I t' echoue et 

- le terme t ne pent pas itre p-reduit en un ensemble vide ou ay ant plus d'un element. 

Si nous considerons une instance du jO0-calcul telle que tons les ensembles soient des single- 
tons et toutes les applications soient de la forme [x — > u\{v) alors, toutes les conditions de la 
Definition 3.3 sont toujours satisfaites et ainsi, nous pouvons dire que dans ce cas la stratcgie 
ConfStratGen est equivalente a la strategic MOMS, c'est-a-dire n'impose aucune restriction sur 
les reductions. On pent remarquer que les termes de la representation du A-calcul pur dans le 
p-calcul satisfont la condition precedente et done, la strategic ConfStratGen n'impose aucune 
restriction sur les reductions de cette instance du p-calcul. 

Les conditions imposees dans la Definition 3.3 dans le cas ou le terme t n'est pas un terme clos 
du premier ordre ne sont clairement pas utilisables dans une implantation du p-calcul et done 
nous devons definir des strategies opcrationnelles garantissant la confluence du calcul. Dans les 
sections suivantes nous allons definir des restrictions structurelles sur les p-termes et des strategies 
confluentes definies en utilisant ces notions. 

3.3.2 Termes p-prefiltrables, p-safes et p-calculables 

Dans les exemples presentes dans la Section 3.2 nous avons vu que I'application de la regie 
d'evaluation Fire a un terme peut mener a des resultats non-confluents si le terme respectif n'est 
pas suffisamment reduit. Afin de resoudre ce probleme, dans la Definition 3.3 nous avons impose 
une condition generale de "filtrage coherent" pour les termes / et t mais nous voulons definir des 
conditions qui peuvent etre implantees facilement et efficacement. 

Nous introduisons maintenant une definition plus opcrationnelle et plus restrictive garan- 
tissant la "coherence" du filtrage en imposant des conditions structurelles sur les termes / et 
t pouvant apparaitre dans un probleme de filtrage I <C0 t. Afin d'assurer la preservation d'un 
eventuel echec de filtrage par les p-reductions, I'echec doit etre genere seulement par des symboles 
du premier ordre differents dans les positions correspondantes des deux termes. Cette propriete 
est toujours verifiee si les deux termes sont des termes du premier ordre mais une condition 
supplementaire doit etre imposee si le terme t contient des symboles du p-calcul. 

Definition 3.4 Un p-terme I subsume faiblement un p-terme t si 

Vp G J^ros{l) n Vos{t) =^ t{p) e 

Ainsi, un p-terme / subsume faiblement un p-terme t si pour toute position fonctionnelle du 
terme /, soit cette position n'est pas une position du terme t, soit elle est une position fonctionnelle 
du terme t. 

Remarque 3.1 Si I G 7jr(A') subsume faiblement t, alors pour toute position non-fonctionnelle 
(i.e. la position d'une variable, d'une application, d'une abstraction ou d'un ensemble) dans t la 
position correspondante dans I, si elle existe, est une position variable. Ainsi, si la position de 
tete de t n'est pas une position fonctionnelle alors I est une variable. 

On peut aussi remarquer que si un terme I du premier ordre subsume un terme t alors I 

subsume faiblement t. 

Exemple 3.7 Le terme f{a,y,c) subsume faiblement le terme g{b, [x x]{c)) et le terme f{a) 
subsume faiblement le terme g{b,[x — > x](c)). Le terme f{a,y) subsume faiblement le terme 
g{b, [x — > x]{c)) mais le terme f{a) ne subsume pas faiblement le terme g{[x — > x]{c)). 
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Definition 3.5 Le couple de p-termes {l,t) est p-prefiltrable si I G 7jr(,%') est un terme du 
premier ordre et : 

- le terme t G TJr est un terme clos du premier ordre ou, 

- le terme I G Tj^{X) est lineaire et le terme I subsume faiblement le terme t. 
Par abus de langage nous disons que les p-termes I et t sont p-prefiltrables . 

II est clair que pour tout terme I de la forme /{h, . . . et tout terme t de la forme t = 
g{ti, . . . ,tjn) tels que l,t soient /9-prefiltrables, les termes li,ti sont p-prefiltrables pour tout 
i = 1, . . . , min{m, n). 

Remarque 3.2 Si les termes I et t sont p-prefiltrahles, conformement d la Remarque 3.1 le 
filtrage I •C0 t ne pent pas echouer d cause de V application des regies de filtrage SymbolClash ou 
SymbolVariableClash (Figure 2.1) pour un symbole non-fonctionnel de t. Puisque I est lineaire le 
filtrage I <C0 t ne pent pas echouer a cause de I'application de la regie de filtrage MergingClash. 
Ainsi, le filtrage I <C0 t peut echouer seulement d cause de I'application de la regie de filtrage 
SymbolClash et done, du a des symboles fonctionnels differents a la meme position des termes 
I et t. 

Lemme 3.1 Etant donnes les termes p-prefiltrables l,t. Si le filtrage I t echoue alors pour 
tout terme t' obtenu en p-reduisant ou instanciant le terme t, le filtrage I t' echoue. 

Preuve : Si le terme t G TJr est un terme clos du premier ordre alors t' = t ei le lemme est 
clairement vrai. Pour le cas ou t ^ Tjr nous procedons par induction sur la structure du 
p-terme t. Dans ce cas, conformement a la Remarque 3.2, le filtrage / t peut echouer 
seulement a cause de deux symboles de fonctions differents a la meme position des deux 
termes. 

Si t = /(ii, . . . ,tm) et I = g{li, . . . ,ln) avec f ^ g alors le terme t' ne peut etre que de 
la meme forme que t ou un ensemble. Dans les deux cas le filtrage / ^0 t' echoue. Si 
t = f{ti, . . . ,tm) et I = f{li,--.,lm) alors li,ti sont p-prefiltrables et t = f [t'l, . . . , t'^) 
avec t[ obtenus en p-reduisant ou instanciant les termes ti. Puisque / t echoue, un des 
filtrages li ^0 ti echoue et par induction le filtrage Zj <IC0 correspondant echoue et done 
I t' echoue. □ 

Un premier pas pour obtenir un calcul confluent est la reduction du terme [/ —> r]{t) en 
filtrant I et t seulement si / et t sont p-prefiltrables. Nous pouvons remarquer dans I'Exemple 3.6 
et dans I'Exemple 3.5 que cette condition ne suffit pas pour etablir la confluence du calcul et nous 
devons ajouter certaines conditions (structurelles) afin d'eviter les reductions non-confluentes. 

Comme nous I'avons deja remarque dans la Section 3.2, les contraintes sur la reduction de 
I'application des regies de rcccriture doivent garantir qu'une regie de rcccriture (non-reguliere) 
n'est pas appliquee a (un terme reductible en) un ensemble vide et qu'une regie de reecriture 
(non-lineaire a droite) n'est pas appliquee a (un terme reductible en) un ensemble ayant plus 
d'un element. Nous pouvons etre encore plus restrictifs et ne pas permettre la reduction d'une 
application [/ r]{t) en utilisant la regie d'evaluation Fire si le terme t est reductible en un 
ensemble vide ou a un ensemble ayant plus d'un clement. 

Definition 3.6 Nous disons que le p-terme t est p-safe si les conditions suivantes sont satis- 
faites : 

- le terme t ne contient aucun ensemble ayant plus d'un element et aucun ensemble vide et, 

- le terme t ne contient pas de sous-terme de la forme [v\{v) oil u n'est pas une abstraction 
et, 
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- pour tout sous-terme [u w]{v) de t, u subsume v. 

Si tons les termes du codomaine d'une substitution a sont p-safes, nous disons que a est 
p-safe. 

Intuitivement, la premiere condition permet seulement des ensembles avec un element dans 
le terme t et les deux dernieres interdisent la presence dans t des termes pouvant se reduire en 0. 

Lemme 3.2 Etant donne le terme p-safe t. Alors, le terme t ne peut pas etre p-reduit en un 
ensemble vide ou ay ant plus d'un element. 

Preuve : Le terme t ne contient aucun ensemble ayant plus d'un element et aucun ensemble vide 
et done, t peut etre p-reduit en tel ensemble seulement en utilisant les regies d'evaluation 
Fire ou C ongruence _f ail . Mais toute application de t est de la forme [u —> w\{v) ou u 
subsume v et done la regie Fire ne peut pas mener a un echec et la regie C ongruence _ fail 
ne peut pas etre appliquce. Puisque le filtrage est syntaxique et done unitaire dans le 
P0-calcul, la regie Fire ne peut pas mener a un ensemble ayant plus d'un element. En plus, 
la forme des applications est preservee par la p-reduction et done, la propriete est verifiee. 
□ 

Definition 3.7 Le couple de p-termes {l,t) est p-calculable si les conditions suivantes sont sat- 
isfaites : 

- les termes Z, t sont p-prefiltrables et 

- le terme t est p-safe. 

Par abus de langage nous disons que les p-termes I et t sont p-calculables. 

Ainsi, la premiere condition assure la preservation de I'echec de filtrage par rapport aux 
p-reductions tandis que la deuxieme condition permet seulement des termes qui ne peuvent pas 
etre p-reduits en un ensemble vide ou ayant plus d'un element. 

Suivant la definition des termes p-calculables nous deduisons immediatement des proprietes 
pour les substitutions obtenues comme resultat du filtrage impliquant de tels termes. 

Proposition 3.1 Etant donnes les termes p-calculables l,t, si al = t, alors a est p-safe. 

Proposition 3.2 Etant donnes des termes I, t p-calculables et une substitution a p-safe, les 
termes I, at sont p-calculables. 

3.3.3 Une strategic operationnelle 

Les notions de termes p-prefiltrables et p-safes nous permettent de faire une distinction claire 
entre les problemes menant a la non-confluence du p0-calcul sans strategic : d'une part, le conflit 
entre I'utilisation du filtrage syntaxique et les termes d'ordre superieur qui peuvent intervenir 
dans les problemes de filtrage et d'autre part, le traitement du non-determinisme represente par 
des ensembles vides ou ayant plus d'un element. 

Nous introduisons une strategic appelee ConfStrat qui consiste a appliquer la regie d'evalu- 
ation Fire a un terme de la forme [Z — > r](t) seulement quand les termes Z,t sont p-calculables. 
Cette strategic peut etre vue comme une version operationnelle de la strategic ConfStratGen 
introduite dans la Section 3.3.1 et afin de mettre en evidence les similitudes avec cette strategic 
et avec les strategies definies plus tard dans la Section 3.4 nous explicitons les notions de termes 
p-calculables, p-prefiltrables et p-safes : 

Definition 3.8 Nous appelons ConfStrat la strategic qui consiste a appliquer la regie d'evaluation 
Fire a un radical [Z — > r] it) seulement si : 
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- t G TjF est un terme clos du premier ordre 

ou 

- le terme I G Tj^i^X) est lineaire et le terme I subsume faiblement le terme t et, 

- le terme t ne contient aucun ensemble ay ant plus d'un element et aucun ensemble vide 
et, 

- pour tout sous-terme [u — > w]{v) de t, u subsume v et, 

- le terme t ne contient pas de sous-terme de la forme [u] (v) ou u n'est pas une abstrac- 
tion. 

On doit remarquer que les conditions imposees par la strategic ConfStrat sont decidables 
meme dans le cas ou le terme t n'est pas un terme clos du premier ordre. On peut clairement 
decider si un terme est de la forme [u\{v) ou [u — > w]{v) ainsi que le nombre d'elements d'un 
ensemble fini. La condition que / subsume faiblement t est simplement une condition sur les 
symboles aux memes positions des deux termes et puisque le filtrage est syntaxique alors la 
condition de subsomption est aussi decidable. Par consequent, toutes les conditions utilisees 
dans la strategic ConfStrat sont decidables. 

L'interdiction d'avoir des sous-termes de t de la forme [u]{v) si u n'est pas une regie de 
reecriture est imposee afin d'empecher des reductions en un ensemble vide en utilisant la regie 
d'evaluation C ongruence _f ail . Si on considere une version du /30-calcul sans les regies d'evalua- 
tion Congruence alors cette derniere condition n'est plus necessaire dans la strategic ConfStrat. 
Dans ce cas tous les termes de la representation du A-calcul dans le p-calcul satisfont les con- 
ditions de la strategic ConfStrat et dans ce cas cette strategic est equivalente a la strategic 
NONE. 

Theoreme 3.1 Si la strategic d'evaluation ConfStrat est utilisee alors, le p%-calcul est confluent. 

Preuve : Nous donnons dans la Section 3.3.7 la preuve de la confluence pour le yO0-calcul avec la 
regie d'evaluation Fire transformee dans une regie conditionnelle. Les conditions de cette 
regie sont exactement les conditions de la Definition 3.8 et ainsi, les reductions dans le 
calcul utilisant la regie Fire conditionnelle et dans le p0-calcul avec les regies d'evaluation 

guidces par la strategic ConfStrat sont identiques. □ 

Dans le cas des calculs integrant des reductions modulo une tlieorie equationelle (par exemple 
associativite et commutativite), comme exemplifie dans la Section 2.10, la preuve de la confluence 
est plus compliquee et depend fortement des proprietes (decidabilite, ensemble fini de solutions, 
etc.) de la tlieorie de filtrage utilisee. 

3.3.4 Les relations induites par les regies d'evaluation 

Cliaque fois qu'un p-terme est reduit en utilisant les regies d'evaluation Fire, Congruence et 
C ongruence _ fail du /90-calcul, un ensemble est produit. Ces regies d'evaluation sont celles qui 
decrivent I'application d'une regie de reecriture a la position de tete ou plus profondement dans 
un terme. L'ensemble obtenu en utilisant une de ces trois regies d'evaluation peut dcclencher 
I'application des autres regies d'evaluation du calcul. Les regies d'evaluation traitant la propaga- 
tion des ensembles calculent "une forme normale d'ensemble" pour les p-termes en poussant vers 
I'exterieur les symboles d'ensemble et en aplatissant les ensembles. Par exemple, I'application 
d'un ensemble a un p-terme est evaluee en l'ensemble d'applications de chacun des elements de 
l'ensemble au p-terme respectif. 

Par consequent, nous pouvons considerer que l'ensemble des regies d'evaluation du py-calcul 
est la reunion d'un ensemble de regies de deduction {Fire, Congruence, C ongruence _ fail) 
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et d'un ensemble de regies de calcul {Distrib, Batch, SwitchL, SwitcfiR, OpOnSet, Flat) et 
que revaluation se comporte comme dans la deduction modulo [DHK98]. Cette approche nous 
permet de considerer les regies de calcul comme permettant de decrire une congruence modulo 
sur laquelle les regies de deduction sont appliquees. 

Alternativement, nous pouvons considerer la relation habituelle induite par les regies d'eval- 
uation du calcul. 

Dans cette section nous definissons une relation induite par la regie Fire et les regies 
Congruence, appelee FireCong, et une deuxieme relation induite par les regies Distrib, Batch, 
SwitchL, SwitchR, OpOnSet, Flat appelee Set. Nous analysons les proprietes des deux relations 
et des relations obtenues en les composant. 

A partir des regies d'evaluation du /90-calcul definissant la propagation des ensembles sur les 
/9-operateurs et de la regie d'evaluation Fla.t qui aplatit les ensembles et elimine les symboles 
d'ensemble (redondants) nous definissons la relation Set. 

Definition 3.9 Nous considerons la relation sur Q0{T,X) appelee Set induite par les regies 
d'evaluation Distrib, Batch, SwitchL, SwitchR, OpOnSet et Flat. 
Les relations suivantes sont induites par la relation Set : 

— >S est la fermeture compatible de la relation Set, 

-—->-S est la fermeture refl,exive, transitive de — >s (^o- reduction engendree par Set), 

< * > g est la relation d 'equivalence engendree par -—>-s- 

L'application de la regie d'evaluation Fire est guidee par une strategic qui tient compte 
des conditions presentees dans la section precedente et qui peut etre exprimee explicitement en 
transformant la regie Fire dans une regie conditionnelle : 

Fircc [I —>■ r] (t) W"!^} 

s\ l,t sont /9-calculables 
avec a G Solution{l ^0 t) 



Definition 3.10 Nous considerons la relation appelee FireCong sur gii,{J-,X) induite par la 

regie d'evaluation FirCc et les regies d'evaluation Congruence et C ongruence _ f ail . 

Nous considerons les relations suivantes induites par les relations FireCong et Set (Defini- 
tion 3.9) : 

— ''F est la fermeture compatible de la relation FireCong, 
—^F est la fermeture reflexive, transitive de — >f, 

— ^F/s est la relation — >f modulo la relation <—^s definie de fagon standard ([ASU72]) : 
etant donnes deux p-termes u,v nous avons u — >f/s ^^i il existe deux p-termes u' ,v' 
tels que u ^5 u' , u' — >f v' et v ^5 v' , 
—^F/S est la fermeture reflexive, transitive de — ^f/S- 

La relation — >f et toutes les relations induites par cette relation sont definies sur I'ensemble 
de termes Q^{J^,X) ne contenant que des regies de reecriture ayant un terme I G Tjr(X) du 
premier ordre comme membre gauche. Pour permettre I'extension facile du p0-calcul a un calcul 
avec un ensemble de termes etendu, nous considerons, dans les preuves, n'importe quelle forme 
de regie de reecriture et nous indiquons les situations ou la restriction a des termes de Qiij{J^,X) 
est necessaire. 
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3.3.5 Les proprietes des relations Set 

Dans cette section nous montrerons que la relation — est confluente et terminante. Nous 
donnons d'abord une preuve de la terminaison et ensuite nous obtenons la confluence comme 
une consequence de la confluence locale. 

Lemme 3.3 La relation — >s termine. 

Preuve : Nous utilisons les interpretations polynomiales suivantes : 



P({ni, . . .,un}) = ^UPM + 2 (P(0) = 2) 
P{u -^v) = P{[u]{v)) = P{u) X P{v) 



Nous utilisons I'ordre standard sur les naturels. Puisque I'addition et la multiplication sont 
croissantes sur les naturels, la condition de monotonicite a > b implique P{a) > P{b) est 
clairement satisfaite. Nous montrons que pour tous termes t,t' tels que t — ^5 t' , I'image 
de t est strictement supcrieure a celle de t' pour tout remplacement des interpretations des 
variables de t,t' avec des naturels superieurs a 2 (i.e. P{u), P{ui), P{v), P{vi) > 2). 
Les inegalites correspondant aux regies Distrib, Batch, SwitchL, Switchji, OpOnSet et 
Flat sont presentees ci-dessous : 

- les inegalites pour les regies Distrib et Batch sont similaires et nous presentons 
uniquement les interpretations pour la regie Batch : 

Pi[u]{{vi,...,Vm})) = 

{P{vi) + ... + P{Vm) + 2) X P{U) = 

{{P{vi) + ... + P{Vm)) X P{U) + 2 X P{u) > 

{{P{vi) + ... + P{Vrr,)) X P{u)+2 

= P{vi) X P{u) + ... + P{Vm) X P{u) + 2 

= p{{[u]{v^),...MM}) 

- les inegalites pour les regies Switchi et Switchn sont similaires et nous presentons 
seulement les interpretations pour la regie Switchn : 

P{u ^ {vi, . . . ,Vm}) = 

{P{vi) + ... + P{vm) + 2) X P{u) = 

{P{vi) + ... + P{Vm)) X P{u) + 2 X P(u) > 

{P{vi) + ... + P{Vm))xP{u) + 2 

= P{vi) X P{u) + ... + P{Vm) X P{u) + 2 

= P{{u ^ -ui, . . . , n -> Vm}) 

- pour la regie OpOnSet nous obtenons : 

P{f{ui, ...,{vi,..., Vn}, Um)) = 

P{ui) X ... X {J^tlPM + 2) X ... X P{Um) = 

P{ui) X ... X ^f=^P{Vi) X ... X P{Um) + 2 X P{ui) X ... X P{u^) > 
P(ni) X ... X ^f=iP{Vi) X ... X P{Um) + 2 

= Sf^i(P(ni) X ... X P{vi) X ... X P{um)) + 2 

= Pi{f{ui, ...,Vi,..., Um), f{ui, ...,Vn,..., Um)}) 
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pour la regie Flat nous avons : 

P{{ui, . . . ,{vi, . . . ,Vn], ■ ■ ■ ,Um]) = 

P{ui) + . . . + (S^^iPK) + 2) + . . . + P{u^) + 2 = 

P{ui) + ... + S^^iPK) + . . . + P{Um) + 4 > 

P(ui) + . . . + + . . . + P(«m) + 2 

= P({ni,...,wi,...,w„,...,u^}) 



□ 



Lemme 3.4 La relation — >s sst localement confluente. 

Preuve : Nous analysons les paires critiques engendrees par les regies d'evaluation. 
La regie Flat a une paire critique avec elle-meme : 

{{Ui, . . .,Un}, {Vl, . . .,Vm], • • • , t} 
Flat 

{ui,...,Un,{vi,..., Vm}, ■ ■ ■ ,t} {{ui, Un}, Vi, . . . ,Vm, ■ ■ ■ ,t} 

; Flat 

Flat ^ Y 

{ui,...,Un,Vi,...,Vm,---,t} 

Nous procedons de la meme fagon pour la regie OpOnSet : 

f{{ui,...,Un},...,{vi,...,Vm}) 



OpOnSet 

{f{ui,...,{vi,...,Vm}),-- 
f{Un,...,{v-i,...,Vjn})} 
OpOnSet i 



OpOnSet 



{f{{ui,...,Un},...,Vi),... 
f{{ui,...,Un},...,Vm)} 

OpOnSet 



{{f{ui, Vi), f{ui, Vrn)}, {{/(«!, ■ ■ ■ , Vl), f{Un, Vi)}, 

{f{Un, • • • , ^^l), • • • , f{Un, ■ ■ ■ ,Vm)}} {f{ui, Vm), • • ; , f{Un, • ■ ■ , Vm)}} 



Flat* 



Flat* ^ 

{f{ui,...,Vi),...'f{ui,...,Vm),..., 
f{Un,...,Vi),...,f{Un,...,Vm)} 

Les regies OpOnSet et Flat menent a une paire critique convergente : 



f{{{ui,...,Un},...,Vm}) 
Flat 

f{{ui,...,Un,...,Vm}) 
OpOnSet \ 



JDpOnSet 



{f{{ui,...,Un}),...,fiVm)} 

i OpOnSet 



{f{ui), f{Un), f{Vm)} - {{/(■"!), • • • , f{Un)}, ■ ■ ■ , f{Vm)} 

Les diagrammes pour les paires critiques de SwitchL et SwitcliR d'une part et Flat et 
SwitcfiR d'autre part sont presentes ci-dessous. Nous pouvons montrer de la meme maniere 
la convergence de la paire critique due a Flat et SwitcfiL- 
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{ui,...,Un} {vi,...,Vm} 

Switch L 

{Ui {Vi, . . . ,t^m}, • • • 
Un {Vl, -- • ,fm}} 
Switchfi I 

y 

{{Ui -^Vi,...,Ui ^Vm},---, 
{Un -^Vi,...,Un -^Vm}} 



{{vi,---,Vn},---,Wm} 
Flat 

{Vi, . . . ,Vn, . . . ,Wm} 
Switchu ; 



Switchi 



[{Ui, . . .,Un} -*Vi,... 



Switch]^ 

{{Ui -^Vi,...]un^ Vi},.. . , 
{ui -^Vm,--: ,Un Vm}} 

Flat* 1^'"** 

{Ui ^ Vi, . . . ,Un ^ Vi, . . . ,Un ^ Vm} 

_Switchii 

{U {Vi, . . .,Vn}, ...,U^ Wm} 
; Switchu 



{u^Vi,...,U^Vn,...,U^ Wm} {{u ^ Vi, . . . , U ^ Vn}, . . . ,U ^ Wm} 

Les paires critiques pour les regies Distrib, Batch et Flat sont traitees comme dans les 
cas precedents : 



[{Ul, . . . ,Un}]{{vi, . . . ,Vm}) 

Distrib 

{[ui]{{vi,...,Vm}),---, 
[Un]{{vu y ,Vm})} 

Batch \ 

{{[ui]{v{),...,[ui]{Vm)},---, 
{[Un]{vi), . . . ,[Un]{Vm)}} 



Batch 



^[{«l,...,«„}](ui),..., 
[{ui, . . .,Un}]{Vm)} 



Distrib 



V 

{{[Ui]{vi), . . . ,[Un]{vi)}, . . . , 
{[ui]{Vm), ■ ■ : ,Wn\{Vm)}} 



Flat* ■ 



Flat* 



{[Ul]{vi), [Un]{vi), [Un]{Vm)} 



[u]i{{vi,. . . ,Vn}, - ■ ■ ,Wm}) 
Flat 

[u]{{vi,...,Vn,...,Wm}) 
Batch \ 



Batch 



{[u]{{vi, . . . ,Vn}), ■ ■ ■ ,[u]{Wm)} 
! Batch 



{[u]{vi), [u]{Vn), [u]{Wm)} <-- - {{M(^^l), ■ ■ ■ , MK)}, • • • , M(w^m)} 



□ 



Lemme 3.5 La relation — >5 est confluente. 

Preuve : Puisque — >s est terminante (Lemme 3.3) et localement confluente (Lemme 3.4) alors, 
— >S est confluente. □ 

CoroUaire 3.1 La relation —^5 est confluente. 
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Lemme 3.6 Les relations — >$, — >s, ^ *S sont compatibles. 

Preuve : Par la construction de la relation — >s- Pour les deux autres relations la preuve est 
faite par induction sur la generation de ces relations. □ 

3.3.6 Les proprietes des relations FireCong 

La relation — >f est trivialement non-terminante comme montre par le contre exemple clas- 
sique [a;p](a;p) ou ujp = x ^ [x]{x). Ce terme se reduit en une etape en lui-meme et on obtient 
ainsi une chaine de reduction infinie. 

Dans cette section nous montrerons que la relation — >p est confluente et pour cela nous 
nous inspirons de la preuve de confluence du A-calcul donnee par exemple dans [Bar84]. 

Nous montrerons que la relation — >f est confluente, propriete qui est obtenu immediatement 
a partir de la confluence forte de la relation — >f- Pour prouver la confluence forte de — >f nous 
exhibons une relation 5 qui est fortement confluente et dont la fermeture transitive est la relation 
— >F- Ayant trouve une telle relation, nous pouvons prouver facilement, en utilisant le lemme 
suivant, que la relation — >f est fortement confluente et ainsi, que — >f est confluente. 

Lemme 3.7 ([Bar84]) Etant donnees une relation — > et sa fermeture transitive Si — > 

est fortement confluente alors est fortement confluente. 

Preuve : En utilisant un diagramme simple suggere par : 



□ 



Nous pourrions choisir comme relation 6 la fermeture reflexive de — >f- Malheureusement, 
dans I'Exemple 3.8 nous pouvons voir que cette relation n'est pas fortement confluente. 

Exemple 3.8 Nous considerons le terme t = [x — > [x](x)](r) avec r — >f . Alors, nous 
obtenons [x [x]ix)]{r) — ^f e.t [x [x\{x)\{r) — ^f [x [x\{x)\{r') mais il n'existe 

aucun terme t' tel que {[r]{r)} — >f t' et [x [x\{x)\{r') — >f t' . 

Afln d'obtenir la relation 6 appropriee nous adoptons une approche similaire a la reduction 
parallele introduite par Tait & Martin-Lof . 

On doit noter que dans I'Exemple 3.8 nous n'obtenons pas la confluence forte parce que la 
reduction est effectuee pour seulement un sous-terme a la fois. Nous recherchons done une relation 
effectuant le maximum de reductions en une etape. La relation qui emerge naturellement est la 
version parallele de la relation — >f et elle est decrite dans la Deflnition 3.11. 

Definition 3.11 La relation — ^f^^ est definie par les regies suivantes : 

1. t — t, 

2. Ui >F\\^i,i=^---n =^ {ui,...,Un} *-F|| 

3. Ui Z= l...n ^ f{ui,...,Un) 

4. U >F\\ u' , V v' U ^ V u' — > v' 

5. U >F« u', V >F« v' =^ [u\{v) [u']W), 
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(FireJ 



Au'nKv'n))}, ( Congruence) 

(Congruence _ fail ) 

D'une fagon similaire a la relation — >f, la relation — >F\j^ modulo la relation < * > g est notee 
— ^F||/5 6^ la fermeture reflexive et transitive de — ^'Fy/S ^si notee — ^Fy/s- 

Pour le terme t = [x — > [a;](x)](r) presente dans I'Exemple 3.8 nous avons toujours les 
reductions [x — ^Fy {MC'')} ~^ — ^'Fy ^ [^](^)]('"') niais les 

deux termes se reduisent dans un seul pas en le meme terme puisque {[r](r)} — ^-^n et 
[x ^ [x]{x)]{r') {[r']{r')}. 

Dans le reste de cette section nous nous concentrons sur la preuve de la confluence forte de 
la relation — ^p^^. Une fois que nous aurons prouve cette propriete, nous prouverons que — >f 
est la fermeture transitive de — >f^^ et comme corollaire, nous obtiendrons la confluence forte de 

la relation -^f- 

Nous devons preciser que, selon nos restrictions sur les reductions — >Fii , tout membre gauche 
d'une regie de reecriture I r doit etre un terme du premier ordre (/ € Tjr{X)) afin d'appliquer 
la regie d'evaluation FirCc pour reduire un terme de la forme [/ fjit)- Par consequent, pour 
le terme I' tels que I — >f^^ I' ou / — >f I' nous avons /' = I. 

Le premier lemme decrit la preservation de la propriete de termes p-calculables par les re- 
lations — ^F et — ^-^ii. Ce lemme est utilise pour prouver que la relation — >f est la fermeture 
transitive de la relation — >F\j^ ainsi que pour montrer la confluence forte de la relation — . 

Lemme 3.8 Etant donnes les p-termes l,t,l',t' tels que I — ^f I' et t — ^f t' . Alors, 

- si l,t sont p-prefiltrables alors l',t' sont p-prefiltrables , 

- si t est p-safe alors t' est p-safe, 

- si l,t sont p-calculables alors l',t' sont p-calculables. 

Preuve : Par definition du pg-calcul / G Tjr[X) et par consequent = /. Si le terme t G Tjr 
alors t = t' et le lemme est clairement vrai. Nous considerons par la suite que t ^ Tj^. 
Puisque l,t sont p-profiltrables alors le terme / subsume faiblement le terme t et done toute 
position fonctionnelle du terme / est une position fonctionnelle du terme t ou n'est pas une 
position du terme t. Par definition de la relation — >f on pent noter que le symbole de 
tete d'un terme u n'est pas le meme que celui du terme u' tel que u — ^f u' seulement si u 
est une application (de la forme [ ]( )) et dans ce cas u' est un ensemble. Par consequent, 
I'ensemble des positions fonctionnelles du terme t est le meme que I'ensemble des positions 
fonctionnelles du terme t', et done, le terme I subsume faiblement le terme t' . Ainsi, les 
termes l',t' sont p-prefiltrables. 

Nous montrons maintenant que t' est p-safe si t est p-safe et done, nous analysons les types 
des applications et des ensembles pouvant apparaitre dans le terme t'. 



6. I — I , t — t , r — r =^ 

[l^r]{t) ^F, {ar'] 

si l,t sont p-calculables 
avec a G Solution{l' t') 

7. Ui — u\, Vi — v[, i = l...n^ 

[f{ui, . . .,Un)]{f{vi, . . .,Vn)) ^Fy {/(K]K), ■ ■ ■ 

8. Ui — u'i, Vi — >Fy v'j^, i = 1 . . .n ^ 

[f{ui, . . . ,Un)]{g{vi, . . . ,Vm)) ^Fy 



76 



Chapitre 3. Sur la confluence du p-calcul 



Puisque t est p-safe, tout sous-terme [u — > w\{y) de t est tel que u subsume v. En utilisant 
la definition de la relation — >f de la meme maniere que precedemment, nous obtenons 
que u subsume v' pour tout terme v' tel que v — v' . Ainsi, tout terme t' contenant le 
sous-terme [u w\{v') et done tel que t — >f t' est p-safe. Tout sous-terme de t' de la 
forme [u\{v) ou u n'est pas une regie de reecriture peut etre engendrer par une reduction 
— >F seulement si le terme t contient un sous-terme de cette forme mais ceci n'est pas 
possible puisque t est /9-safe. 

Aucune regie de reecriture dans t ne peut mener a un ensemble vide parce que le membre 
gauche de toute regie de reecriture subsume son argument et done le filtrage n'echoue 
pas. Puisque il n'existe pas de sous-terme de la forme [u\{v) dans t, la regie d'evaluation 
C ongruence _f ail ne peut pas engendrer un ensemble vide. La seule regie d'evaluation qui 
peut introduire des ensembles ayant plus d'un element est FirCc mais puisque le filtrage 
est syntaxique et done unitaire dans le p0-calcul, I'application d'une regie de reecriture ne 
peut pas generer un ensemble ayant plus d'un element. Ainsi, un ensemble ayant plus d'un 
element ou un ensemble vide peuvent etre engendres dans le terme t' seulement si le terme 
t contient de tels ensembles mais ceci n'est pas possible puisque t est p-safe. 
Nous avons done montre que toutes les conditions de la Definition 3.6 sont satisfaites par 
le terme t' si elles sont satisfaites pour le terme t et done, t' est p-safe. 
Ainsi, les proprietes de termes p-prefiltrables et p-safes sont preservees par la relation — >f 
et done, la propriete de termes p-calculables est preservee par la relation — >f- ^ 

Lemme 3.9 Etant donnes les p-termes l,t,l',t' tels que I — >f^^ I' st t — >f^\ t' ■ Alors, 

- si l,t sont p-prefiltrables alors l',t' sont p-prefiltrables, 

- si t est p-safe alors t' est p-safe, 

- si l,t sont p-calculables alors l',t' sont p-calculables. 

Preuve : Similaire au Lemme 3.8. □ 

Nous analysons maintenant la correspondance entre les solutions des problemes de filtrage 
{I -Cji t) et {I t') ou t — t' . Plus precisement, nous voulons montrer que les termes du 
codomaine de la substitution obtenue pour le premier probleme de filtrage se reduisent dans les 
termes du codomaine de la substitution obtenue pour le deuxieme probleme de filtrage et qu'un 
echec dans le premier cas implique un echec dans le deuxieme cas. 

Lemme 3.10 Etant donnes les p-termes l,t et t' tels que l,t soient p-prefiltrables et t — >F\\ t' . 

a. Si {xi/ui, . . . ,Xn/un) est le resultat de {I t) et {xi/vi, ... ,Xn/vn) est le resultat de 
{I t') (oil n est le nombre de variables de I), alors Ui — >F\\ Vi. 

b. Solution{l t) = % ssi Solution{l t') = 0. 

Preuve : Si t G Tj^ alors, t' = t et le lemme est trivialement vrai. Pour le cas ou t ^ Tjr nous 
procedons par induction sur la structure du p-terme t. 
Le cas de base : t = x, avec x ^ X. 

a. Puisque t = t' ce cas est trivial. 

b. Puisque l,t sont p-prefiltrables alors I subsume faiblement t et conformement a la 
Remarque 3.1, I est une variable et done, {I <IC0 t) = {I <^''^ t') ne peut pas echouer. 

Induction : Les cas que nous devons analyser sont t = {ti,...,tq}, t = f{ti,...,tq), 
t = ti ^ t2 et t = [ti\{t2). Si la position de tete de t n'est pas une position fonctionnelle. 
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c'est-a-dire sit = {ti, . . . , tq\, t = ti —>■ t2 ou t = [ti]{t2), alors I = x (cf. Remarque 3.1) et 
dans ces cas le lemme est clairement vrai. Le cas onl = x ei t = f{ti, ■ ■ ■ ,tg) est trivial. 
Si t = f{ti, . . . ,tq) et I n'est pas une variable nous analysons les deux points : 

a. Si {I <IC0 t) n'echoue pas alors le terme I doit etre de la forme I = f{li, ■ ■ ■ ,lq) avec k, ti 
p-prefiltrables pour tout i = 1, . . . ,q et {xi/ui, . . . , Xn/un) est la solution de {I t) 
est done, la solution du systeme (Ai=i q^^i hypothese d'induction, si 
ti — t' et la solution de (/« ^0 ti) est la substitution {xu/uu, . . . jXmi/umi), alors 
la solution de {k <C0 t'^) est {xu/u'^, . . . ,Xmi/u'^i) avec uu — >F|| u'j.^, k = I . . .m. 
Puisque t' = /(t'l, . . . , i^) avec ti — >-F|| t'^, la premiere regie de filtrage appliquee pour 
filtrer I' et t' est Decomposition : (/ <IC0 t') = (Ai=i q k ^0 ^0- 

Du a la linearite de / les variables Xki, i = l...q, k = l...m sont differentes et done 
la regie de filtrage MergingClash ne pent pas etre appliquee. Ainsi, la propriete est 
verifiee. 

b. Conformement a la Remarque 3.2, I'echec pent etre obtenu seulement en appliquant la 
regie de filtrage SymbolClash a la position de tete ou a des positions plus profondes. 
Nous pouvons done avoir / = g{li, . . . ,lg) ett' = f{t'i, . . . ,t'g) avec ti — >f^^ t[ et f ^ g 
et ainsi, {I <IC0 t) et {I <^^^ t') echouent. Si Z = /(Zi, ■ ■ ■ ,lq) alors I'echec est obtenu a 
une position plus profonde. Puisque par induction, le probleme {k ti) mene a un 
ecliec de filtrage ssi le probleme (Zj <C0 t'^) mene a un echec alors, {I ^0 t) echoue ssi 
(/ •C0 t') echoue. 

□ 

Nous analysons maintenant la correspondance entre I'application d'une substitution a un 
terme r et I'application de la meme substitution ou d'une substitution en correspondance forte 
avec cette substitution, a un terme obtenu en reduisant le terme r. 

Lemme 3.11 Etant donnes les p-termes l,t,r et t',r' tels que l,t soient p-calculables et t — 
t' , r — >-F|| r' . Si les problemes de filtrage {I <IC0 t) et {I t') ont comme solutions les substitu- 
tions a et a' respectivement alors, ar — ^Fy cr'r' . 

Preuve : Si nous considerons la substitution a = (xi/si, . . . ^Xm/sm) alors, par le Lemme 3.10, 
a' = {xi/s'i, . . . ; x„Js'^), avec Sj — >F|| s'-,i = l... m. Nous procedons par induction sur 
la structure du terme r en considerant toutes les reductions possibles r — >F|| f'. Les cas a 
analyser correspondent aux regies de la Definition 3.11 : 

1. r = X et r' = X 

2. r = {ui, . . . , Un} et r' = {u'l, . . . , u'^} avec Ui — >F|| '4 

3. r = /(ui, . . . ,Un) et r' = f{u[, ...,<) avec Ui — >F|j ^ 

4. r = u ^ V et r' = u' ^ v' avec u — >F|| u', v — >F|| v' 

5. r = [u]{v) et r' = [u'\{v') avec u — >F|| u\ v — ^Fy 

6. r = [u v]{w) avec u,w p-calculables et r' = {l^v'}, avec p € Solution{u' -C^ w') et 

U >-F|| u' , V >-F|| v' , W ^F|| . 

7. r = [f{ui, . . .,Un)]{f{vi, . . .,Vn)) st r' = {fi[u[]{v[), KIK))} avec Ui — ^f,, K, 
Vi — >-F|| v'i pour tout i = 1 . . .n. 

8. r = [f{ui,...,Un)]{g{vi,.. .,Vm) et r' = 0. 
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Pour le cas de base, r = x, nous devons prouver que ax — a'x et cette reduction suit 
immediatement par le Lemme 3.10. 

Le seul cas ou I'application de I'induction est plus elaboree est le cas 6 decrivant I'applica- 
tion d'une regie de reecriture. Pour ce cas nous devons prouver que 

o-([u v]{w)) — cr'{p,v'} (3.1) 

avec p G Solution{u' w'). 

Puisque u est un terme du premier ordre, u' = u. Par a-conversion, nous supposons que 
u ne contient aucune variable de a et aucune variable de a' . Avec cette supposition nous 
avons a{[u — > v\{w)) = [u ^ av\{aw). Puisque a represente la solution d'un probleme de 
filtrage entre deux termes p-calculables et u, w sont p-calculables, nous obtenons que u, aw 
sont p-calculables. 

Si Solution{u aw) = alors, en utilisant le Lemme 3.10, nous obtenons la reduction 
[u — > av\{aw) — et nous devons prouver que a'r' = et done, que r' = {/xf'} = 0. 
Puisque les termes u, aw sont p-calculables alors ils sont p-prefiltrables et conformement 
a la Remarque 3.2 le filtrage u aw pent echouer seulement a cause des symboles 
fonctionnels differents a la meme position des termes u et aw et done, des termes u et 
w. En plus, tout terme de la forme /(. . .) pent etre reduit en utilisant la relation — ^i^n 
seulement en un terme de la meme forme et done, le filtrage u <?;0 w' echoue et nous 
obtenons {pv'} = 0. 

Si le filtrage u <?C0 aw n'echoue pas, nous pouvons appliquer I'induction aux sous-termes v 
et w et nous avons av — >F\\^ cr'v' et aw — >F\f^ a'w' . Ainsi, nous obtenons la reduction : 

a{[u v\{w)) = [u^ av\{aw) — ^f,, {p'{a'v')} (3.2) 

avec ix' € Solution{u <C0 a'w'). 

En utilisant les reductions (3.1) et (3.2), I'egalite qui nous permettrait de conclure la preuve 
est : 

yia'v')} = a'iixv'} 

ou 

p,'{a'v') = a'inv'). 

Nous supposons que a' = {xi/ti, . . . ,Xn/tn) et = (yi/si, • • • , ?/m/sm)- H est clair que 

A*' = (yi/<^''Si7 • • • ,yrn/o''''^m)- Puisquc u lie contient aucune variable de a' nous deduisons 
que Hj n'est pas une variable de tj et Xi ^ yj pour tons j = 1 . . .m, i = 1 . . .n. Ainsi, nous 
avons ii'{a'v') = {yi/a'si, . . . , j/m/o''sm)((a^i Ai) • • • ■,Xn/tn)v') et puisque yj n'est pas une 
variable de ti, 

p'ia'v') = {yi/a'si, . . . , ym/o-'-Sm, a^i Ai, ■ ■ ■,Xn/tn)v'. 

Pour le deuxieme terme nous prenons a'{pv') = {xi/ti, . . . ,Xn/tn){{yi/si, . . . ,ym/sm)v) 
et puisque Xi ^ yj et yj n'est pas une variable de U, 

a'{fiv') = {Xi/ti, . . .,Xn/tn,yi/{xi/ti, . . . ,X„/t„)si, . . ■ , ym/ {xi /h, . . .,Xn/tn)Sm)v = 
{Xi/h, Xn/tn, yi/cf'si, ym/cr'sm)v 

L'egalite ji'ia'v') = a'^pv') est valide et ainsi, le lemme est prouve. □ 
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Si la condition de termes p-calculables de la regie d'evaluation FirCc est changce en une 
condition de termes /5-prefiltrables, nous pouvons montrer facilement que ar — >p^^ a'r' si les 
termes l,t sont seulement /c-prefiltrables. Pour prouver cette reduction il faut juste remarquer 
que si a represente la solution d'un probleme de filtrage entre deux termes u, p-prefiltrables, 
nous obtenons que u, aw sont p-prefiltrables. 

En gardant la condition de termes p-calculables pour la regie d'evaluation FirCc nous ne 
pouvons pas demontrer la relation ar — a'r' si nous demandons que les termes l,t soient 
simplement p-prefiltrables au lieu de /O-calculables. 

La condition que les termes sont non seulement p-prefiltrables mais p-calculables est necessaire 
essentiellement pour eviter que des termes (non-p-safes) apparaissent dans le codomaine de la 
substitution a sans etre propages strictement. Par exemple, si Z = y et t = alors l,t sont 
/O-prefiltrables mais pas p-calculables {t n'est pas p-safe) et cr = (y/0). Si r = [x ^ ti]{y) et 
r' = {b} alors ar = [x ^ <7^' = {^} il n'existe pas de reduction [x — > 6](0) — >f^^ {b} 

puisque x, ne sont pas p-calculables (0 n'est pas p-safe) . 



Lemme 3.12 ( — >f^^ est fortement confluente) 
Etant donnes les termes to,ti,t2 tels que to - 
tel que t\ — >f« h et t2 — >-Fu ^3 ■' 



^1 et to — >Fu t2. Alors, il existe un terme 




^3 



Preuve : Nous montrons le lemme par induction sur la structure du terme to- 
1. 

>i?ii, to = ti = t2 et nous pouvons choisir t^ 



to = X 

Par la definition de la relation 
to = {ui, . . . ,Un} 

Nous avons ti = {u'l, . . . , u'^^}, t2 = {u'(, . . . , u'^} avec Ui — 
i = 1 . . .n. Par induction, il existe les termes u'-' tels que 
i = 1 . . . n. Ainsi, nous pouvons choisir t^ = {u'(' , . . . , u'^}. 
Les diagrammes correspondants sont presentes ci-dessous : 

puisque 



to. 



>F|| u'^ et Ui 
.11 




{<,...,<} 
{<,•••,<} 



to = f{ui, ...,Un) 

Nous avons ti = f(u'^, ■ 



, O et t2 = f{u'{, ...,<) avec Ui 
i = 1 . . .n. Par induction, il existe les termes u'-' tels que 
i = 1 . . .n. Ainsi, nous pouvons choisir t^ = {u'(' , . . . , u'^}. 

4. to = UQ^ vo 



h 1 



*F„ u: 



/// 




u'!' 



^F« u'j et Ui — >Fn u: 



/// 

i ' 
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Par la definition de la relation — >F\^^ , ti = ui v\ et t2 = U2 ^ V2 avec uq — >f^^ ui, 
uq — >p^^ U2, vq — >F^^ vi, vq — V2. Par induction, il existe les termes tt3,f3 tels 
que ui — ^i^ii u^, U2 — >F|[ 1*3 et vi — >f^^ V3, V2 — ^3- En fait, du aux conditions 
sur le membre gauche d'une regie de reecriture, uq = ui = U2 = U3 et nous obtenons 

t3 = Uo^ V3. 

to = [uo]{vo) 

Nous avons plusieurs possibilites pour choisir les termes ti,t2 selon les proprietes des 
termes uo,vo decrites dans la definition de la relation — ^f^^ '■ 

(a) h = [ui]{vi) et t2 = [U2]iv2) avec uq — ^f,, "i, "o — ^-F,, U2, vo — ^-F,, vi, vq — ^f,, 
V2- Par induction, il existe les termes 1x3,^3 tels que ui — ^Fy u^, U2 — ^-Fy '^^3 et 
vi — >F|| ^3, ^2 — >F[| V3. Ainsi, nous obtenons ^3 = [m3](i'3). 

(b) to = ['0 ''o](po) avec lo,po p-calculables. 

Si nous avons ro — >F|| ^1, Po — ^Fy Pi, fQ — >F|| r2, Po — ^Fy P2 alors nous 
obtenons ti = {airi}, t2 = {c2'"2}, avec ai G Solution{lo <C0 pi) et (T2 G 
Solution{lo <€.l ^2)- 

Par induction, il existe les termes r3,p3 tels que ri — >F|| fs, r2 — >F|| ^3 et 
pi — >F|| P3, P2 — *F|| P3- Si le filtrage (/q ^0 Pi) echoue alors, conformement au 
Lemme 3.10, Solution{lQ po) = et Solution{lQ <C0 P2) = 0- Nous obtenons 
ainsi {airi} = {(T2r2} = et le lemme est clairement vrai. Si le filtrage n'echoue 
pas, puisque Iq-,P\ et Iq,P2 sont /9-calculables par le Lemme 3.9 alors, nous pouvons 
utiliser le Lemme 3.11 et choisir = {cr^rs}, avec {(T3} = Solution{lo <IC0 ps) : 

[lo ro]{po) 

Fn 




{o-2r2} 



Si nous avons {Iq tq) — ^f,, (^0 ri), po — >F|| Pi et ro — ^f,, ?'2, Po — ^F,, P2 
alors nous obtenons ti = [ui]{pi) et t2 = {o"2r2}, avec (T2 G Solution{lo P2). 
Par consequent, nous devons avoir "Ui = /q — > ri, avec tq — >^F|| fi- 
En raisonnant de la meme fagon que dans le cas precedent nous obtenons, soit 
{cr2r2} = et [Iq ri](pi) — ^f,, 0, soit : 

[^0 ro]{po) 

Fn 



[lo ri]{p 




{0-2?'2} 

F|| 

{<73r-3} 



(c) to = [f{ui, . . .,Un)]ifivi, . . .,Vn)) 

Nous considerons ti = {f {[u'i]{v[) , . . . , [un]{v!^))} , t2 
avec Ui — ^F|| "i, Vi — ^F,, v'^ et Ui — ^f,, "f, Vi 
induction, il existe les termes u"', v'f tels que 



{/(KIK). 

Fu , 



•,[<]«))} 

1 . . . n. Par 



<' et 
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>F„ v'l', i 



1 . . . n. Par consequent, nous pouvons choisir 



t3 = {/([<]«), •••,[<']«))}■ 

[/(til, • • ■,Un)]{f{vi, . . .,Vn)) 



{/(KiK),..., [<]«))} 



{/([<]«),...,[<]«))} 



^1 ^ 

{/([<]«),•••,[<]«'))} 

Maintenant, nous considerons les termes ti = [f{u'i,...,u'j^)]{f{v'i,...,v'^)) et 
*2 = {/([<]«),••• , KIK))} tels que nous avons /(ui,. . . — >f^^ /«,■■■,<), 
. . . ,t;„) — /(w'l, . . . ,t;^) et — >F^^ u'l, Vi — ^f,, v'l, i = l...n. Par 

1 . . . n. Par 



consequent, nous devons avoir Ui 



li- et Vi 



Fn u'l' et 



induction, il existe les termes u'l' , v'l' tels que , „j „j 

— ^i"' — v'l', i = l...n. Par consequent, nous pouvons choisir 

^3 = {/([<]«),..., [<]«'))}■ 

[/(ui, . . . ,u„)](/(t;i, . . .,Vn)) 

[/K,...,<)](/K,...,<)) 



{/([<]«),■■■,[<]«))} 



{/([<]«),•••,[<]«'))} 

(d) to = [/(^^l, • • ■ .Un)]{g{vi,. . .,Vm)) 

Si nous avons ti = 0, t2 = [fiu'i,---,u'jj]{g{v'i,...,v!^)) avec itj — u'^, i 
1 . . .n, Vj — >i.'|| v'j, j = 1 . . .m alors nous pouvons choisir = 0. 



[/(mi,...,^^) 



{g{vi,. . . ,Vm) 



[/K,...,<)](5K,...,0) 



□ 



Nous avons montre que le Lemme 3.11 est vrai meme si les termes d'une application doivent 
etre seulement p-prcfiltrables afin de reduire I'application en utilisant la regie d'evaluation Fircc 
et dans ce cas la condition du lemme pent etre transformee dans une condition de termes 
/3-prefiltrables. Nous pouvons remarquer que la meme restriction de termes p-prefiltrables a ete 
suffisante pour montrer le Lemme 3.10. 

Nous pouvons done montrer facilement que la relation — est fortement confluente meme si 
la condition de la regie d'evaluation Fircc impose que les termes soient seulement p-prefiltrables. 
Cette condition evite les echecs de filtrage indesirables et elle est suffisante pour empecher les 
reductions — non-convergentes. Les autres restrictions imposees pour les termes /9-calculables 
seront necessaires pour obtenir la coherence entre les relations — >f.. et — ^5. 
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Nous montrons maintenant que la relation — >f est la fermeture transitive de la relation 
— >i7'|| et nous obtenons comme consequence immediate la confluence de la relation — >f- 

Lemme 3.13 La relation est la fermeture transitive de la relation — >F^y 

Preuve : Nous prouvons les inclusions suivantes : 

C C ^F 

et dans ce cas, puisque -^f est la fermeture transitive de la relation — >-f, —^f est la 
fermeture transitive de la relation — >F\^- 
Nous devons done prouver les deux inclusions : 

^F C et >F\i C >F 

II est clair que — > f ^ — > F|| • 

Pour prouver que — Q —^f le seul cas non-trivial est celui correspondant a la regie 
d'evaluation FirCc : 

si u -^F u', V -^F v' et w -^F w' avec les termes u,w p-calculables alors 
[u —>■ w]{v) — >F Ww'}, avec a G Solution{v! v'). 

II est clair que [u w]{v) — [u' w']{v') et puisque, par le Lemme 3.8, les termes 
u',w' sont p-calculables alors, en utilisant la definition de la relation — ^f, nous deduisons 
que [u' w']{v') — >f {aw'}, avec a G Solution{u' v'). Ainsi, nous obtenons par 
transitivite [u — > w\{v) — {aw'} et done — >F\\ ^ -^f- ^ 

Theoreme 3.2 (—^f est fortement confluente, — >f est confluente) 

Si t -^F u et t -^F V alors il existe un terme w tel que u -^f w et v -^f w. 

Preuve : Conformement au Lemme 3.13, la relation — est la fermeture transitive de la 
relation — >f^^ - Le Lemme 3.12 montre la confluence forte de la relation — >f^^- Ainsi, par 

le Lemme 3.7, la relation — est fortement confluente et par consequent, la relation — >f 
est confluente. □ 

Le meme resultat pent etre montre pour une relation — >f^^ utilisant une regie d'evaluation 

Fircc avec la condition d'application imposant des termes p-prefiltrables. La confluence et la 
terminaison de la relation — >s ont etc obtenues sans imposer aucune restriction sur les termes. 
Mallieureusement, afin d'obtenir la confluence de la relation construite a partir des deux relations, 
la condition de termes p-prefiltrables n'est pas suffisante et nous devons imposer que les termes 
soient p-calculables dans la regie d'evaluation FirCc- 

3.3.7 La confluence 

En debut de la Section 3.3.4 nous avons presente deux possibilites pour decrire les reduc- 
tions dans le p-calcul. La premiere approclie consiste a considerer deux sous-ensembles de regies 
d'evaluation : un premier ensemble contenant les regies de deduction qui decrivent la reduction 
d'une application et un deuxieme ensemble contenant les regies de calcul qui decrivent le com- 
portement des ensembles par rapport aux autres symboles du /9-calcul. Nous considerons done, la 
relation induite par I'ensemble de regies de deduction modulo la relation de congruence induite 
par I'ensemble de regies de calcul et cette relation correspond a la relation — >f/s presentee dans 
la Definition 3.10. 
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Une autre approche consiste a ne pas faire la distinction entre la deduction et le calcul et 
considerer la relation induite par I'ensemble de regies d'evaluation du p-calcul. Cette relation 
correspond a la relation — ^5 — >f — ^5 avec — >f et — >s introduit dans la Definition 3.10 et 
la Definition 3.9 respectivement. 

Cette derniere approche a I'avantage de la simplicite mais I'approche precedente permet une 
flexibility superieure du calcul. Ainsi, si nous voulons remplacer les ensembles par des listes 
pour representer le non-determinisme nous devons juste remplacer la relation de calcul avec une 
relation appropriee qui doit etre confluente et terminante afin d'obtenir la confluence du calcul. 
Nous montrons par la suite que la confluence du calcul est obtenue pour les deux approches. 

Confluence de la relation — ^pjg 

Dans cette section nous nous concentrons sur la preuve de la confluence forte de la relation 

— ^F||/5- Une fois prouvee cette propriete, nous montrons que — ^f/s est la fermeture transitive 

de la relation — ^F\\/s et comme corollaire, nous obtenons la confluence forte de la relation 
* 

^F/S- 

La confluence de la relation — ^F\\/S ^^t montree en utilisant les proprietes des relations 
— ^i^ll et — prouv6es dans les sections pr6cedentes et en demontrant que les deux relations 
sont coherentes. 

Nous commengons par regarder la correspondance entre les solutions des problemes de filtrage 
{I ^0 t) et {I ^0 t') oil t —i-s t' . Nous voulons obtenir un resultat similaire a celui presente dans 
le Lemme 3.10 pour le cas ou t — >f^\ t' et plus precisement, nous voulons montrer qu'un echec 
pour le premier probleme de filtrage implique un echec pour le deuxieme probleme de filtrage 
et que pour toute substitution obtenue comme solution pour le premier probleme de filtrage, 
les termes du codomaine de la substitution sont reduits dans les termes du codomaine de la 
substitution obtenue pour le deuxieme probleme de filtrage. 

Ce resultat ne pent pas etre obtenu dans le cas de la relation -—>-s mais la propriete est 
montree si une condition supplementaire est imposee sur le terme t'. 

Lemme 3.14 Etant donnes deux p-termes l,t et t' tels que l,t soient p-prefiltrables , t ——^5 t' et 
I, t' soient p-prefiltrables. 

a. Si {xi/ui, . . . ,Xn/un) est le resultat de {I t) et {xi/vi, ... ,Xn/vn) est le resultat de 
{I ^0 t/) (avec n le nombre de variables de I), alors Ui —^5 Vi. 

b. Solution{l <C0 t) = % ssi Solution{l t') = $. 

Preuve : Si t G TJf alors, t' = t et le lemme est trivialement vrai. Pour le cas ou t ^ Tjr nous 
procedons par induction sur la structure du p-terme t. 
Le cas de base : t = x, avec x E X. 

Puisque l,t sont /9-prefiltrables alors I subsume faiblement t et conformement a la Remar- 
que 3.1, I est une variable. 

a. Puisque t = t' ce cas est trivial. 

b. Puisque I est une variable, (/ <C0 t) = {I t') ne pent pas echouer. 

Induction : Les cas que nous devons analyser sont t = {ti,...,tq}, t = f{ti,...,tq), 
t = ti ^ t2 et t = [ti]{t2). Si t = {ti, . . . ,tq}, t = ti t2 ou t = [ti]{t2) alors la position 
de tete de I est une position variable (cf. Remarque 3.1) et si nous considerons que I = x, 
le lemme est clairement vrai. Le cas ou I = x et t = f {ti, ... ,tq) est trivial. 
Si t = /(ti, . . . eil n'est pas une variable nous analysons les deux points : 
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a. Si {I ^0 t) n'echoue pas alors le terme / doit etre de la forme I = f{li, ■ ■ ■ ,lq) et la 
solution de {I t) = iAi=i,...,gh <l ^i) est {xi/ui, . . . ,Xn/un). 

Puisque l,t' sont p-prefiltrables et t -^s t' alors, conformement a la Definition 3.9 
nous devons avoir t' = /(t'l, . . . ,tg) avec ti — >s t'i et li,t'^ p-prefiltrables, pour i = 
l...q. 

Par hypothese d'induction, si ti — >s t'l et la solution de (/« ti) est la substitution 
{xii/uii, . . . ,Xmi/u„u), alors la solution de {k <^ t'^) est {xii/u[^, . . .,Xmi/u'^j} avec 
Uki u'^i, k = l...m. 

La premiere regie de filtrage appliquee pour filtrer et t' est Decomposition et nous 
obtenons {I t') = (Ai=i q^i ^0 t'i)- Du a la linearite de I les variables Xki, 
i = 1 . . . q, k = 1 . . . m, sont differentes et done la regie de filtrage MergingClash ne 
pent pas etre appliquee et la propriete est verifiee. 

b. Conformement a la Remarque 3.2, I'echec peut etre obtenu seulement en appliquant la 
regie de filtrage SymbolClash a la position de tcte ou a des positions plus profondes. 
Nous pouvons done avoir I = g{li, . . . ,lq) et t' = f{t'i, . . . , t'^) avec ti —^5 t[ et f ^ g 
et ainsi, {I <IC0 t) et {I <C0 t') echouent. Si / = f{h, ■ ■ ■ ,lq) alors I'echec est obtenu a 
une position plus profonde. Puisque par induction, le probleme {k ti) mene a un 
ecliec de filtrage ssi le probleme <C0 t'^) mene a un echec alors, (Z <C0 t) echoue ssi 
{I •C0 t') echoue. 

□ 

La preuve de ce lemme est tres similaire a celle du Lemme 3.10. Puisque la propriete de termes 
/9-prefiltrables n'est pas preservee par la relation — >s, comme il etait le cas pour la relation — >f 
(Lemme 3.8), nous avons ajoute la condition que l,t' soient p-prefiltrables. Cette condition est 
cruciale pour le premier point du lemme et un contre-exemple est obtenu immcdiatement si la 
condition n'est pas satisfaite : si I = f{x) et t = /({a}) alors Solution{l <^jj^ t) 7^ 0, tandis que 
t' = {/(a)} et Solution(l <^ t') = Solution{f{x) <^ {/(a)}) = 0. 

Nous analysons par la suite la relation entre les termes obtenus en appliquant deux sub- 
stitutions avec les codomaines liees, comme precedemment, par la relation — ^5, a un meme 
terme. 

Lemme 3.15 Etant donnes les p-termes l,t,r et t' tels que l,t soient p-prefiltrables, t ——^5 t' 
et l,t' soient p-prefiltrables. Si les problemes de filtrage {I t) et {I <C0 t') ont comme solutions 
les substitutions a et a' respectivement alors, ar —^s <^'i^- 

Preuve : Nous procedons par induction sur la structure du terme r. 
Le cas de base, r = x suit immediatement par le Lemme 3.14. 

Tous les autres cas sont traites facilement en utilisant I'hypothese d'induction. Par ex- 
emple, si r = {ui,...,Ujn} nous avons par induction aui -—>-s cf'ui, i = l...m, et 
puisque la relation est fermee par contexte, cr{ui, . . . , u^} = {crtxi, . . . , aUm) —^s 

{a'ui,...,a'um} = o'{ui,...,Um}. □ 

Nous montrons maintenant que la relation —^5 est stable par rapport a I'application d'une 
substitution resultant d'un probleme de filtrage. 

Lemme 3.16 Etant donnes les p-termes l,t,r et r' tels que r —^5 r' . Si la substitution a est la 
solution du probleme de filtrage {I ^0 t), alors ar — >s <^r' . 
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Preuve : Nous procedons par induction sur le nombre n de pas dans la reduction r = ri — >s 
. . . — fn = II est suffisant de montrer que si r„ — >s ?'n+i alors (Tr„ — >s (^fn+i- 
Nous montrons que t — >s t' implique at —^s ci' en utilisant une induction sur la structure 
du terme t. 

Le cas de base, t = a; est evident puisque t' = x et done, ax ax. 

Nous considerons toute les formes d'un p-terme et toute les reductions — >s possibles. 

1. t = {ui, . . .,Um} 

(a) Si i = {ui, . . . ,Um} et t' = {u[, . . . ,Um}, avec ui — >s u'l, nous obtenons, par 
induction, aui —^5 au'i et done, at = {aui, . . . , aum} —^s Wu'i, . . . , aujn} = 
at'. Dans le cas ou nous avons a la place de ui un autre sous-terme tel que 
Uk — *s u'j^ la preuve est similaire. 

(b) Si t = {ui, {vi, . . .,Vn}, ■ ■ -jUm} et t' = {ui, . . . ,vi, . . . ,Vn, . . • ,ttm} alors, at 

= {aui,...,{avi,...,avn},...,aum} -^s {aui, . . . ,avi, . . . ,avn, ■ ■ ■ ,aum} = 
at'. 

2. t = f{ui,...,Um) 

(a) Si t = f{ui, . . . , Um) et t' = f{u'i, . . . , Um), avec ui — >s u'l, nous obtenons, par 
induction, aui -—>s c'u'^ et done, at = f{aui, . . . ,aum) —^5 /{o'u'i, . . . ,aum) 
= at' . Dans le cas oii nous avons a la place de ui un autre sous-terme Uk tel que 
Uk — ^5 u'l^ la preuve est similaire. 

(b) Si nous considerons le terme t = f{ui, . . . , {vi, ...,«„},..., Um) et le terme 
t' = {f{ui, . . . ,vi, . . . , Um), ■ ■ ■ , f{,ui, ■ ■ ■ , Vn, ■ ■ ■ , Um)} alors nous obtenons la re- 
duction at = f{aui {avi , aVn}, aUm) -^5 

{f{aui, . . .,avi,. . .,aum), ■ ■ ■ , /(crui, . . .,avn, ■ ■ ■,(TUm)} = crt' 

3. t = u ^ V 

Nous utilisons les memes arguments que dans les cas precedents. 

(a) Si t = u ^ w et = u' — ^ u la preuve est similaire au point 2a. 

(b) Si t = u ^ w et = u — ^ la preuve est similaire au point 2a. 

(c) Le terme t = {ui,...,Um\ v n'est pas un terme de £>0(^, Af). Le lemme ne 
serait pas valide si la relation — ^5 etait definie sur I'ensemble de termes q{J^, X). 

(d) S\ t = u ^ {vi, . . . , Vm} et t' = {u ^ vi, . . . ,u ^ Vm} la preuve est similaire au 
point 2b. 

4. t = [u]{v) 

(a) Si t = [u] (v) et t' = [u'] (v) la preuve est similaire au point 2a. 

(b) Si i = [u\{v) et t' = [u]{v') la preuve est similaire au point 2a. 

(c) Si t = [{ui, . . . ,Um}]iv) et t' = {[ui]{v), . . . , [ttm](^^)} la preuve est similaire au 
point 2b. 

(d) Si t = [u\{{vi, . . . ,Vm}) et t' = {[u]{vi) , . . . , [u]{vm)} la preuve est similaire au 
point 2b. 

□ 

Dans le Lemme 3.16, 1'appartenance du terme r a I'ensemble de termes guiiJ^, X) est essentielle 
et le lemme n'est pas valide dans le cas ou r est un terme quelconque de q{J^, X). En particulier, 
la presence d'une regie de reecriture avec un membre gauche qui n'est pas un terme du premier 
ordre pent conduire a des reductions non-confluentes comme montre dans I'Exemple 3.9. 
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Exemple 3.9 Nous considerons r = {x,y} x et done, r' = {x — > x,y — > x}. Pour une 
substitution a = (x/a) nous obtenons ar = {x,y} x et ar' = {x ^ x,y ^ a} et il est evident 
qu'il n'existe pas de reduction ar —^5 ar' . 

Lemme 3.17 Etant donnes les p-termes l,t,r ett',r' tels que l,t soient p-prefiltrables t —^5 t' , 
r — >s f' et ht' soient p-prefiltrables. Si les problemes de filtrage {I <IC0 t) et {I <IC0 t') ont comme 
solutions les substitutions a et a' respectivement alors, ar ——^5 a'r' . 

Preuve : Le rcsultat est obtenu immediatement par transitivite en utilisant le Lemme 3.15 et 
le Lemme 3.16. □ 

Ce dernier lemme correspond au Lemme 3.11 ou la meme propriete est obtenue pour la 
relation — mais en imposant une condition plus forte sur les termes I et t. Intuitivement, une 
variable x du terme r pent disparaitre dans le terme r', oii r — r', mais ce n'est pas le cas si 

r —^5 r' . Par consequent, le terme d'une substitution a = (a;/0) pent ne pas apparaitre dans le 
terme ar' dans le cas de la relation — mais il est toujours propage strictement dans le cas de 
la relation — >s- Ainsi, nous imposons une condition de termes p-prcfiltrables afin d'obtenir les 
proprietes ci-dessus pour la relation — >s mais dans le cas de la relation — >f^^ nous demandons 
en plus I'absence des ensembles vides dans t en utilisant une condition de termes /9-calculables. 
Nous analysons par la suite les derivations de certains p-termes contenant des ensembles. 

Lemme 3.18 Etant donnes les p-termes l,{t},r tels que l,{t} soient p-calculables. Si les prob- 
lemes de filtrage {I ^0 {t}) et {I <C0 t) ont comme solutions les substitutions a et a' respective- 
ment alors, ar —^s {^^'f}- 

Preuve : Puisque les termes I, {t} sont /9-calculables, ils sont p-prefiltrables et par la Remar- 
que 3.1, / est une variable x. Ainsi, la solution de (x <C0 {t}) est {x/{t}) = a et la solution 
de {x -^0 t) est {x/t) = a' . 

Nous procedons par induction sur la structure du p-terme r. 
Le cas de base : r = x, avec x E X. 

Nous avons ax = {x/{t})x = {t}, {a'x} = {{x/t)x} = {t} et {t} -—^s {t}- 
Induction : 

1. r = {ri, . . .,rm} 

Nous avons ar = a{ri,. . . ,rm} = {ari, . . . ,arm} et {a'r} = {a'{ri, . . . ,rm}} = 
{{a'ri, . . . ,a'rm}}- Par induction, ari W^i} et done, {ari, . . . ,arm} -^s 

{{a'ri}, {a'rm}}- En plus, nous avons {{a'ri}, {a'rm}} -^s {W'ri, a'rm}} 
et ainsi, {an, . . .,arm} -^s {{cr'ri, . . .,a'rm}}- 

2. r = /(ri,...,r„) 

Nous procedons de la meme fagon que dans le premier cas. 

3. r = u ^ V 

Nous procedons de la meme fagon que dans le premier cas. 

4. r = 

Nous procedons de la meme fagon que dans le premier cas. 

□ 

Nous devons remarquer que la condition que les termes I, {t} sont p-calculables est essentielle 
pour garantir que {t} n'est pas un ensemble vide et done, assurer I'existence de la substitution 
a' . Si le nombre d'elements de I'ensemble {t} n'est pas restreint alors le lemme est reformule en : 
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Etant donnes les p-termes x, {ti, . . . ,tn},r et les substitutions a,ai, i = l...n, telles que 
{a} = Solution{x <C0 {ti, . . . ,tn}) et {cjj} = Solution{x ti). Alors, ar — {air, . . . ,anr}. 

Si n = alors, il faut prouver que {x/%)r —^s 0- Si r est un terme clos du premier ordre 
alors (a;/0)r = r et puisque dans ce cas il n'existe pas de reduction r —^s il est clair que le 
lemme n'est pas valide. 

La possibilite d'avoir des ensembles ayant plus d'un clement mcne immediatement a des 
contre-exemples. Si nous avons r = f{x, x), I = x,t = {a, b} avec a,b ^ Tjr alors a = {x/{a, b}) et 
(Ti = (x/a), (72 = {x/h). Ainsi, nous devons trouver un terme u tel que {/({a, 6}, {a, 6})} —^5 u 
et {/(a, a), /(6, 6)} —^5 u mais il est evident que un tel terme n'existe pas. 

Lemme 3.19 Etant donnes les p-termes I, f{ui, . . . , {t}, . . . , Um),r tels que I, f{ui, . . . , {t}, . . . , Um) 
soient p-calculables. Si les substitutions a et a' sont les solutions des problemes de filtrage 
(I <C0 /(ui, . . . , {t}, . . . ,Um)) et {I ^0 f{ui, . . . ,t, . . . ,Um)) respecttvement alors, ar — >s {a'r}. 
Preuve : Puisque les termes I, f{ui, . . . ,{t}, . . . ,Um) sont p-prefiltrables alors, soit I est une 
variable, soit I est de la forme /(/i, . . . , Im)- 

Si I est une variable alors la preuve est tres similaire a celle du Lemme 3.18. 
Si I = /(/i, . . . , Im), puisque /, .... {t}, . . . , Um) sont p-prefiltrables alors Zj, Ui {i = 

\...m) sont /3-prefiltrables. Par consequent, si {t} est le fc-ieme argument alors Ik = x ei 
la preuve est similaire a celle du Lemme 3.18. □ 

Lemme 3.20 Etant donnes les p-termes t,i/ et s tels que t — >s t' et t — >f^^ s. Alors, il existe 

un terme s' tel que t' —^5 — *F«——^S et s —^5 s' : 



t 




Preuve : Nous pouvons reformuler le lemme en decrivant toutes les etapes intermediaires : 
Etant donnes les p-termes t, t' et s tels que t — >s t' et t — s. Alors, il existe les termes 

s', s" et t" tel que t' -^5 t" , t" — s" , s" -^5 s' et s -^5 s' . 



t 



s* 




if 



Nous procedons par induction sur la structure du terme t et nous analysons toutes les 

reductions — >s et — >F\^^ possibles. 

Le cas de base : Si t est une variable les reductions sont triviales. 

Induction : Les cas plus elabores sont obtenus quand la regie d'evaluation Fircc pent etre 
appliquee au terme t a la position de tete afin d'obtenir le terme s. Nous presentons par la 
suite tous les cas possibles et nous insistons sur les plus compliques. 
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1. t est un ensemble. 

Nous avons deux possibilitcs pour rcduire tent': 

(a) t = {ui, ... ...,«„} et i' = {-ui, ...,Vk,.. • avec Uk — >s Vk- 

Si Ui — ^F\\ uj, i = 1 . . .n, alors, nous avons : 

...,Uk,...,Un} — {ul, ...,ul,...,ui} Puisque 



{ui,...,Vk,...,Un} {ul,...,ul,...,ul} 

A 



{ui,...,Wk,...,Un} ■>- {u\,. ..,ul,...,ul,} 



Uk ^ui 



Y F, 



II 9 

Wk ■>■ tt^ 

est obtenu par indtiction. 

(b) t = {iii,. . . ,{fi, . . . . .,Um} et t' = {ui,.. . . . . ,v„,. . . ,^^1. 

Si Ui — — Vj , i = 1 . . . m, j = 1 . . . n, alors, nous avons : 

. . . , {ui, . . . , Un}, . . . , Um} ^ {ul,...,{vl,..., V^}, Uj^} 



{ui,...,Vi,...,Vn,...,Um} >• {u} , . . . , , . . . , U^, . . . , U^} 

2. t est de la forme f(ui, . . . , Un) 

(a) t = f{ui,...,Uk, . . .,Um) et t' = /(ui,. . . . . avec Uk — >s Vk 
Similaire au cas la. 

(b) t = f{ui, . . . , {vi, . . . , Vn}, Um), 

t' = {f{ui,.. .,Vi,.. .,Um),---,f{ui,.. .,Vn,...,Um)}. 

Similaire au cas lb. 

3. t est de la forme u ^ v 

(a) t = u ^ V, t' = u' ^ V avec u — u' . 
Similaire au cas la. 

(b) t = u ^ V, t' = u ^ v' avec v — >s v' . 
Similaire au cas la. 

(c) t = {Zi, . . . ^ r , t' = {h ^ r, . . . ,ln ^ r}. 
Similaire au cas lb. 

(d) t = l ^ {ri, . .. ,rn}, t' = {I ^ ri,... ,1 ^ r„}. 
Similaire au cas lb. 
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4. t est de la forme \v\{u) et les regies d'evaluation FirCc et Congruence ne sont pas 
appliquees a la position de tete 

(a) t = [v](u), t' = [v']{u) avec v — >s v' . 
Similaire au cas la. 

(b) t = [v]{u), t' = [v\{u') avec v — >s v' . 
Similaire au cas la. 

(c) t = [{n.^...,rr,}]{u),t' = {[n\(p),...,[rn]{p)]. 
Similaire au cas lb. 

(d) t = [r]({ni, . . .,un}), t' = {[r]{ui), MK)}. 
Similaire au cas lb. 

5. t est de la forme [/ r]{u) avec l,u p-calculables. 

(a) t=[l^ r]{u), t' = {!' r](u) avec / — >s V , 

Si l,u sont p-calculables alors / = /' et le lemme est trivialement vrai. Si l,u ne 
sont pas p-calculables alors nous ne pouvons pas appliquer la regie d'evaluation 
Firec a la position de tete et done, la preuve est similaire a celle du cas la. 

(b) t=[l-^ r](u), t' = [1-^ r']iu) avec r — r' , 



Nous considerons les termes r^,u^ tels que r — ^-Fy r^, u - 
tion a telle que a G Solution{l <IC0 u^). Alors, nous avons 



et la substitu- 



[l^r]iu)- 
s 

s* \ 
[l^r"]{u) 



{ar^} puisque par induction j- 

Is* s 

V 

A a* 



r 

A 



¥ 
J." . 



et nous appliquons le Lemme 3.16. Le cas ou Solution{l ^0 v}) = est trivial. 

(c) t=\l^ t' = [l ^ r]{u') avec u — >s , 

Nous considerons d'abord que /, u sont p-calculables et I, u' sont p-calculables et 
nous obtenons par induction : 



U ■ 



u 



u 

A 



Nous voulons avoir l,u" p-calculables et le seul cas oii la propriete n'est pas vraie 
est obtenu pour les termes de la forme u = f{. . . ,v, . . .), u' = /(... , {v'}, . . .) et 
u" = {/(. . . ,v', . . .)} mais nous avons 
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w 



et done 



s 






s* 








/ 


W} 


w' 






1 


\ 


s* 






5* 


\ 


t 


Fu 




{v 


"}■ 


' - w" 



/(...,^,...)- 

s 

/(..., K},...) 

5* 



s 



s 

A 



/(■■■,K},---) 

Par consequent, nous pouvons trouver un terme u" satisfaisant le diagramme 
precedent et tel que si I, u' sont /O-calculables alors /, u" sont p-calculables. Nous 
considerons r — >Fu et en utilisant le Lemme 3.15 nous obtenons : 



[l^r\{u)- 
s 

[I^T]{U') 

s* 



\s* 



[l^r\{u") "-{cT^ri} 

avec cri,cr2,cr3 telles que ai G Solution{l v}), (72 G Solution{l -Cg v?) et 
(73 G Solution{l <IC0 u^). Si le filtrage {I <IC0 u^) echoue alors, en utilisant le 
Lemme 3.14 nous obtenons que le filtrage {I <IC0 u^) echoue et le lemme est 
clairement vrai. 

Nous traitons maintenant le cas ou l,u sont p-calculables mais l,u' ne sont pas 
p-calculables. Si t = [Z — > r](/(. . . , {u}, . . .)) et t' = [I ^ ''"]{{/{■ ■ ■ ,u,. . .)}) alors, 
I doit etre une variable ou de la forme I = f{li, avec li,Ui {i = 1 . . . n) 

/9-calculables. Dans le dernier cas, la position dans le terme I correspondant a 
la position du terme {u} dans le terme /(..., {u}, . . .) est une position variable. 
Ainsi, dans les deux cas les termes I, f{. . . ,u, . . .), i = 1 . . .n, sont p-calculables. 
Nous considerons r — >_F|| r^, u — >f^\ et les substitutions a, a' telles que nous 
avons a G Solufion{l f{---, {^^''"}) ■ • •)) a' G Solution{l <C0 /(..., tt^, .. .)). 
Puisque /, /(..., {u}, . . .) sont p-calculables, par le Lemme 3.9 I, /(..., {u^}-, ■ ■ ■) 
sont p-calculables et nous obtenons, en utilisant le Lemme 3.19, 

[Z^r](/(...,M,...))^i-{ari} 



[Z^r]({/(..., «,...)}) 

s\ 

{[Z^r](/G..,u,. ..))}. 



{{aV}} 



Conformement a la Remarque 3.2, le filtrage {I <C0 /(..., {u^}, ■ ■ •)) peut echouer 
seulement a cause des symboles fonctionnels differents a la meme position des 
termes Z et /(. . . , {u^}, . . .) et dans ce cas, le filtrage {I •C0 f{...,u^,.. .)) echoue 
aussi et le lemme est trivialement vrai. 

(d) t=[l^{ri,..., r„}]H, t' = [{l^ri,...,l^ r„}](u). 
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Si nous considcrons r-i — >p^^ rj, i = 1 . . . n, u — >f^^ et la substitution a 
telle que a G Solution{l v}), puisque l,u sont p-calculables, nous obtenons le 
diagramme : 

[l^in,.. . ,r,}](«) {a{r\, . . . ,rl}} 



[{I 



s 

ri,...,l 

s\ 



{arl,...,ar^} 



{[I ^ ri](n), rn]{u)} "> {{arl}, {ari}} 

Le cas ou Solution{l u^) = ^ est trivial, 
(e) t = [l^r]{{u}),t' = {[l^r]{u)}. 

Nous considerons u — v} , r — >f^^ et les substitutions a, a' telles que a G 
Solution{l {u^}) et a' G Solution{l <?C0 v}). Puisque I, {u} sont p-calculables, 
par le Lemme 3.9 l,{v}} sont p-calculables et par la Remarque 3.1, / est une 
variable et done, les filtrages I {v}} et / n'echouent pas. En utilisant 

le Lemme 3.18, nous obtenons le diagramme : 



[/^r](M) 



: 5* 



6. t est de la forme [f{ui, . . . , m„)](/(ui, . . . , et nous appliquons la regie d'evaluation 

Congruence a la position de tete. 

(a) t = [f{ui, . . . ,Un)\{f{vi, . . . ,Vn)), t' = [f {u[, . . . , Un)]{f {vi, . . . , Vn)) Ct Ul >S 



Si Ui — yp.. uj, Vi — >F„ vj , i = 1 . . . n, alors, nous avons : 



[/(ui, . . .,unmivi, ...,v^))—^ {/(KlK), . . . , KM))} 



[fiu[, . . . . . .,v,,)) . . . , KM))} 

s* 

[fiu'i, . . .,un)]{fiv,,. . .,vn)) {fiHM), KiK))} 

puisque par induction le diagramme est vrai pour le terme ui et ses reduits. 

(b) t = [f{ui, . . . ,Un)]{f{vi, . . . ,Vn)), t' = [f [ui, . . . , Un)]{f {v[, . . . , Vn)) Ct Vi >S 

Similaire au cas 6a. 

(c) t = [f{si, {Ui, Un}, Sm)]{f{vi, Vm)) , 

= [{f{si, ...,Ui,..., Sm), f{si, ...,Un,..., Sm)}] {f{vi, Vm))- 
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Pour simplicitc, nous supposons que t = [/({iii, . . . , et done, t' = 
[{/(ui), . . . , f {un)}\{f {v)) ■ Le eas general est traite exactement de la meme fagon. 
Si nous considerons 



^F\\ , uj — >F^\ uj , i = 1 . . . n, nous obtenons 



[f{{u,,...,Unmf{v))- 
S 

[{f{m),...J{Unmf{v)) 



— {/([K,...,<}](^1))} 

i s 

{f{{[ui]{v'),'..,K]iv'm 

I s 

{{f{[u\]{v')),'.J{K]{v'))}} 
s 

{f{[u\]{v')),.'..J{K]{v'))} 
A 

I S* 

• , [/K)](/W)} ■■■■■^■■''■> {{f{[u\]{vm, ifiKKv^))}} 

(d) t = [f{ui, Um)]{f{si, {Vi, Vn}, ■ ■ ■ , Sm)), 

t' = [f{ui, U„i)]({f{si, ...,Vi,..., Sm), f{si, ...,Vn,..., Sm)})- 

Similaire au cas 6c. 

7. t est de la forme [f{ui, . . . , Un)]ig{vi, . . . , Vm)) et nous appliquons la regie d'evaluation 
Congruence _ fail a la position de tete. 

(a) t = [f{ui, . . .,Un)]{g{vi,...,Vm)),t' = [f{u[, . . . ,Un)]{g{vi, . . . ,V,ri)), Ul u[. 

Nous obtenons immediatement : 

[f{ui, Un)]{g{vi, Vm)) ^ 

..-■■■■■■■'Fii 

[f{u[, . . . ,Un)]{g{vi, . . . ,Vm)) 

(b) t = [f{ui, . . . ,Un)]{g{vi,. . .,Vm)), t' = [/(«!,.. . , Un)]{g{v[, . . .,Vm)), Vl >S v[. 

Similaire au cas 7a. 

(c) t = [/(•••,{«i,---,w„},...)](5(t;i,...,i;m)), 

= [{/(• ■ ),..., f{...,Un,.. ■)}]{g{vi Vm))- 

Nous obtenons immediatement : 



[/(• . . , {ui, . . . , Un}, . . ■)]{g{vi, Vm)) ^ 

s 

[{/(• ■■,Ul,---),---,f{---,Un,-- ■)}]{g{vi, Vm)) 

S\ 

{[f{...,Ui,...)Mvu...,Vrn)),---,[f{...,Un,...)Mvi,...,Vm))}----^^ 

(d) t= [f{ui, . . . ,Un)]igi. . . ,{vi, . . . ,Vm}, ■ ■ ■)), 

t' = [f{ui, Un)]{{g{. .., Vl,... ),..., g{...,Vm,-- ■)})■ 

Similaire au cas 7c. 
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□ 



En utilisant le lemme precedent et la terminaison de la relation — ^5 (Lemme 3.3) nous 
obtenons le resultat intermediaire ci-dessous qui nous permet de prouver la confluence forte de 
la relation — ^F\\/S- 

Lemme 3.21 Etant donnes les termes t,s et t I, avec t [ representant la forme normale du 
terme t par rapport a la relation — >s- Si t — >f^^ s alors, il existe un terme s' tel que t | — >p^^ s' 

et s *- >s s : 



t 




Preuve : Puisque la relation — >s est terminante, nous pouvons utiliser une induction sur le 
nombre d'etapes dans la reduction t — >s t' et obtenir, en utilisant le Lemme 3.20 : 



t 




t' .s 

S* i^l 5* \ /"S* 
s' 

Si t' = t i alors, t' ne pent pas etre reduit en utilisant la relation — et done, nous 
obtenons le diagramme du lemme. □ 

Lemme 3.22 ( — ^F||/5 est fortement confluente) 

Etant donnes les termes t, ti, t2 tels que t — ^F||/5 ^1 t — ^F^^/S ^2- Alors, il existe un terme 
w tel que u — *'-F||/5 w st v — ^F\^/S '■ 



t 




w 

Preuve : Puisque la relation — >s a la propriete de Church-Rosser, si nous considerons deux 
termes u, v tels que u < — >s v alors, le termes u, v ont la meme forme normale et nous 
notons cette forme normale par t. Nous utilisons le Lemme 3.12 et Lemme 3.21 et nous 
obtenons : 
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w 



En utilisant ce dernier diagramme et la definition de la relation — ^Fy/S nous obtenons : 

■ V 




'r: v" 



□ 



relation —^5. 

la fermeture transitive de la relation — ^Fy/S 
_ _ * 



et ce 

Lemme 3.23 La relation —^f/s 

: Conformement au Lemme 3.13 nous avons 

^ ■ ' 5 ^ — ^F/s- 

il suffit de voir que pour tous termes u', v 

F v' nous avons u' — >f^^ v' -^r^^^ c.; ^/^ oi^vo ^\\/^ 



Preuve 



ver que — >f/s ^ — >f^^/s et — >f^^/s ^ — 'F/s- 
Pour I'inclusion — >f/S ^ — ^^\\/^ 

■' et done, si > y 

A A 



F ^ — C — Nous devons prou- 



tels que 



5* 



u' 



Pour — ^F||/5 C 



"^F/S nous devons prouver que si ^ 

A 



^11/5 



V 
A 



u 




A 


A 






u 




alors 





It' 



F/S F/S 

U ^ U2 U2 5- 

A A A A 



S* s* 



■t2 t< 



F/S 

Un-1 3" V 

A A 



S* 



S* 



■t3 



''n—1 '"n 
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Puisque — >f^\ C — nous pouvons choisir ti = t'^, i = 2 . . .n—1 pour prouver I'inclusion. 
□ 

Theoreme 3.3 (—^p/S est fortement confluente, — >p/s confl,uente) 

Etant donnes les p-termes t,u,v tels que t-^pigu et t—^p/gv. Alors, il existe un terme w 
tel que u-—>-p/gW et v-—>-p/gW. 

Preuve : Conformement au Lemme 3.23, la relation -^f/s est la fermeture transitive de la 
relation — ^i^y/S- Le Lemme 3.22 montre la confluence forte de la relation — *F\\/S- Ainsi, 
par le Lemme 3.7, la relation —^p/s est fortement confluente et par consequent, la relation 
— ^F/s est confluente. □ 

Confluence de la relation —^5 — ^F—^s 

Jusqu'a maintenant nous avons considere que les regies d'evaluation du p-calcul sont soit des 
regies de deduction soit des regies de calcul et nous avons analyse la relation induite par les regies 
de deduction modulo la congruence generee par les regies de calcul. 

Une deuxieme approche consiste a considerer la relation habituelle induite par les regies 
d'evaluation du calcul correspondant a la relation — >s — — ^s- Dans cette section nous nous 
concentrons sur la confluence de cette relation. La preuve est realisee en utilisant le Lemme 
de Yokouchi [YH90] (voir Section LL4) qui a deja ete utilise dans [CHL96] pour montrer la 
confluence du Act calcul. 

Lemme 3.24 La relation —^s — ^F\\—-^s est fortement confluente. 

Preuve : Les hypotheses pour le Lemme de Yokouchi ont ete prouvees dans le Lemme 3.5 et 
le Lemme 3.3 (confluence et terminaison de la relation — ^5), le Lemme 3.12 (confluence 
forte de la relation — >p^^ et le Lemme 3.20 (le diagramme de Yokouchi). 
□ 

Th6or6me 3.4 La relation —^s — ^F—^s est confluente. 
Preuve : Conformement au Lemme 3.23 nous avons : 

Q *-F|| C -^p 

et done 

>F KS L >S >S ^ ( >S >F ^S) 

ou {—^s — ^F—^s)* represente la fermeture transitive de —^5 — >f—^s- 

Puisque dans le Lemme 3.24 nous montrons la confluence forte de la relation —^5 — >f^^ —^s 

alors, la relation —>s — ^F—^s est confluente. □ 

3.4 Conditions alternatives pour obtenir la confluence 

Dans la Section 3.3.3 nous avons propose une strategic ConfStrat pour guider les regies 
d'evaluation du p0-calcul. Nous avons montre que toutes les reductions obtenues en utilisant 
cette strategic sont confluentes et que la strategic devient triviale, c'est-a-dire n'impose aucune 
restriction, pour certaines instances specifiques du calcul (e.g. le A-calcul). Afin d'obtenir la 
confluence nous avons impose des conditions relativement restrictives sur les termes du p0-calcul 
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et sur I'application des regies d'evaluation et ces restrictions peuvent etre relaxees au prix de 
la simplicite de la strategic. Les conditions que nous voulons affaiblir concernent d'un cote, la 
forme des regies de reecriture et d'un autre cote, le nombre d'elements dans I'argument d'un 
application. 



3.4.1 Regies de reecriture quasi-regulieres et strictement lineaires a droite 



Premicrement , I'absence des ensembles ayant plus d'lm clement est necessaire pour garantir 
un bon comportement pour les regies de reecriture non-lineaires a droite. Par linearite a droite 
d'une regie de reecriture nous designerons ici des membres droits lineaires par rapport aux vari- 
ables du membre gauche. Par exemple, x — > f{z,z) est lineaire k droite, mais x — > f{x,x) n'est 
pas lineaire a droite. De plus, la linearite du membre droit peut etre imposee seulement aux opera- 
teurs differents des symboles d'ensemble ({}) et ainsi, la regie de reecriture x —>■ {f{x),f{x)} 
peut etre consideree lineaire a droite. Intuitivement, nous n'avons pas besoin d'imposer la linear- 
ite a droite pour les ensembles parce que, en raison de la r6gle d'evaluation Flat, ils ne menent 
pas a des reductions non-convergentes comme dans I'Exemple 3.6. 

Definition 3.12 On dit que la p-regle de reecriture I r est strictement lineaire a droite si tout 
sous-terme de r n'etant pas un ensemble est lineaire par rapport aux variables libres de I et toute 
regie de reecriture de r est strictement lineaire a droite. 

L'application d'une regie de reecriture qui n'est pas strictement lineaire a droite a un en- 
semble avec plus d'un element mene a des reductions non-convergentes, comme montre dans 
I'Exemple 3.6 mais ce n'est pas le cas si la regie de reecriture appliquee est strictement lineaire 
a droite : 

Exemple 3.10 [Regie de reecriture strictement lineaire a droite appliquee a un ensemble ayant 
plus d'un element] 



[x^{x,fix)}]{{a,b}) 

Fire 

{{a,b}J{{a,b})} 

OpOnSet 

{{a,6},{/(a),/(6)}} 



Batch 



{[x^{x,/(x)}](a),[x^{x,/(x)}](6)} 



Fire 



Flat 



{{{aj{a)}},{{b,m}}} 

Flat 

{a,bJ{a)J{b)} 



D'un autre cote, afin de garantir la propagation stricte de I'echec, nous avons demande 
que la regie d'evaluation Fircc soit appliquee seulement si I'argument de l'application n'est 
pas un ensemble vide et il ne peut pas mener a un ensemble vide. Dans I'Exemple 3.5 nous 
pouvons remarquer que les variables libres du membre gauche de la regie de reecriture ne sont 
pas preservees dans le membre droit de la regie. Si la regie de reecriture / — ^ r de l'application 
conserve les variables du membre gauche dans le membre droit (e.g. x ^ x) alors, l'application 
d'une substitution de la forme {x/^), avec x une variable de I, au terme r mene a un terme 
contenant et done, qui est reduit eventuellement en 0. 

Nous definissons par la suite plus formellement les regies de reecriture conservant les variables 
(libres) et nous presentons une nouvelle strategic definie en utilisant cette propriete. D'abord, 
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nous introduisons une notion similaire a celle de variable libre mais en considerant cette fois- 
ci le comportement des operateurs du p-calcul et en particulier la nature non-deterministe des 
ensembles. 

Definition 3.13 L'ensemble des variables presentes d'un p-terme t, note PV{t), est defini in- 
ductivement par : 

1. si t = X alors PV{t) = {x}, 

2. si t = {ui,...,un} alors PV{t) = {^,=^^,„,,,PV{u^) (PV{$) = X), 

3. St t = f{ui, ...,un) alors PV{t) = U.=i,...,n PViui) (PV{c) = si c e T:p), 

4. sit= [u]{v) alors PV{t) = PV{u) U PV{v), 

5. sit = u^v alors PV{t) = PV{v) \ FV{u). 

L'ensemble de variables libres d'un p-terme ensemble est I'union des ensembles de variables 
libres de chaque p-terme de l'ensemble, tandis que l'ensemble de variables presentes d'un p-terme 
ensemble est I'intersection des ensembles de variables presentes de chaque p-terme de l'ensemble. 
Nous pouvons dire qu'une variable est presente dans un ensemble seulement si elle est prcsente 
dans tous les elements de l'ensemble. Par exemple, PV{{x, y, x}) = et PV{{x, f{x, y)}) = {x}. 

Nous voulons definir les regies de reecriture telles que les variables libres du membre gauche 
de la regie soit inclus dans l'ensemble de variables libres du membre droit de la regie mais en 
tenant compte du comportement de tous les operateurs du p-calcul. 

Definition 3.14 On dit que la p-regle de reecriture I ^ r est quasi-reguliere si FV{1) C PV{r) 
et toute regie de reecriture de r est quasi-reguliere. 

Intuitivement, a toute variable libre du membre gauche d'une regie de reecriture quasi- 
reguliere correspond, d'une fagon deterministe, une variable libre dans le membre droit de la 
regie. Pour tout p-terme ensemble dans r, la correspondance entre les variables libres des termes 
Z et r doit etre verifiee pour chaque element de l'ensemble. 

Par exemple, la regie de reecriture x fix,y) est quasi-reguliere tandis que la regie de 
reecriture x {x,y} n'est pas quasi-reguliere. La regie de reecriture {f{x),g{x)} — > x est 
quasi-reguli6re tandis que la r6gle de reecriture {f{x),g{y)} x n'est pas quasi-reguliere. Si la 
definition des regies de reecriture quasi-regulieres avait demande la condition PV{1) C PV{r), 
alors la regie de reecriture {f{x),g{y)} x serait devenu quasi-reguliere aussi. Ceci n'est pas 
souhaitable puisque la regie de reecriture {f{x),g{y)} x est reduite en {/(x) — > x,g{y) x} 
et seulement la premiere des deux regies est quasi-reguliere. Notez que ces dernieres regies de 
reecriture contiennent des ensembles dans leur membre gauche et done, ne sont pas des termes 
de p0(jr, A"). Remarquons que la regie de reecriture a; ^ est quasi-reguliere aussi bien que la 
regie ^ x. 

Puisque les variables du membre gauche d'une regie de reecriture quasi-reguliere se retrouvent 
dans le membre droit, en appliquant une telle regie a un terme nous garantissons qu'au moins 
une variable du membre droit de la regie est instanciee a et done, la propagation stricte de 
I'echec. Du point de vue des variables presentes d'une regie de reecriture, l'ensemble vide peut etre 
vu comme un terme du premier ordre contenant toutes les variables utilisees afin de construire 
les p-termes et done, le comportement approprie est assure pour toute regie de reecriture quasi- 
reguliere avec un dans le membre droit. 

Dans I'Exemple 3.5 nous avons montre que I'application d'une regie de reecriture qui n'est 
pas quasi-reguliere a un ensemble vide peut mener a des resultats non-convergents. Si la regie de 
reecriture est quasi-reguliere, I'echec est distribue strictement est nous obtenons des reductions 
confluentes comme dans I'Exemple 3.11. 
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Exemple 3.11 [Regie de reecriture quasi-reguliere appliquee d un ensemble vide] 

[x^{xj{x,a))m 

[{x^x,x-|/(x,a)}](0) {0,/(0,a)^^^^^0 

{[x ^ x](0), [x ^ f{x,a)]m {0,0} 

En utilisant les notions de regie quasi-reguliere et de regie lineaire a droite nous introduisons 
une nouvelle strategie plus generale que la strategie ConfStrat (3.3.3). 

Definition 3.15 Nous appelons ConfStratLin la strategie qui consiste a appliquer la regie d'e- 
valuation Fire d un radical [Z — > r\{t) seulement si t E 'TJr est un terme clos du premier ordre 
ou : 

- le terme I est lineaire 

et 

- le terme I subsume faiblement le terme t 
et 

- la regie I —>■ r est quasi-reguliere 
ou 

- le terme t ne contient aucun ensemble vide et, 

- le terme t ne contient pas de sous-terme de la forme [u] {v) oil u n'est pas une abstrac- 
tion et, 

- pour tout sous-terme [u —>■ w](v) de t, u subsume v, 

et 

- la regie I r est strictement lineaire d droite 
ou 

- le terme t ne contient aucun ensemble ay ant plus d'un element. 

Par rapport a la strategie ConfStrat nous permettons I'application de la regie d'evaluation 
Fire a une application avec un argument ou qui peut etre reduit en I'ensemble vide si la regie 
de reecriture de I'application est quasi-reguliere. En plus, si la regie de reecriture est lineaire a 
droite nous permettons des arguments contenant un ensemble ayant plus d'un element. Puisque 
on peut clairement decider si une regie est quasi-reguliere, toutes les conditions utilisees dans la 
strategie ConfStratLin sont decidables. 

Pour prouver la confluence dans le cas de la strategie ConfStratLin nous procedons de la meme 
faQon que pour la strategie ConfStrat et nous considerons que la relation — > Finest modifiee afin 
de representer la nouvelle strategie. Nous montrons d'abord une propriete de preservation pour 
les notions de regie quasi-reguliere et regie strictement lineaire a droite par rapport a la relation 
— ^i^li et que les lemmes utilises dans la Section 3.3.7 restent valides dans le cas de la strategie 
ConfStratLin. 

Lemme 3.25 Etant donne une regie de reecriture quasi-reguliere u v et le terme v' tel que 
V — >Fh v' ou V — >5 v' . Alors, la regie de reecriture u ^ v' est quasi-reguliere. 
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Preuve : Afin d'obtenir ce resultat il suffit de prouver que pour tous p-termes v, v' tels que 
V — ^i^ii v' ou V — >s nous avons PV{v) C PV(v'). Nous donnons juste une idee de 
la preuve qui utilise une induction sur la structure du terme v et considere toutes les 
reductions possibles. 

Considerons d'abord une regie de reecriture [/ r]{t) satisfaisant les bonnes conditions 
d'application. Dans le cas ou le filtrage / t echoue, nous obtenons immediatement un 
terme et done PV{[1 — r]{t)) C X. Sinon, nous considerons que la substitution a est la 
solution du probleme de filtrage I t et nous avons I'union des ensembles de variables 
presentes de tous les termes de son codomaine egale a PV{t). Puisque FV{1) C PV{r) 
et nous avons Vom{a) = FV{1) alors PV{ar) = {PV{r) \ FVil)) U PViTZaniaj) = 
{PV{r) \ FV{1)) U PV{t) = PV{[1 r]{t)). 

Pour les reductions v — >s v' le resultat est obtenu immediatement par induction en 
remarquant que un dans v mene h v' = $ s\ v n'est pas un ensemble. □ 

Nous pouvons montrer facilement que la linearite des membres gauches des regies de reecriture 

est preservee par les reductions respectant la strategie ConfStratLin. 

Lemme 3.26 Etant donnee une regie de reecriture strictement lineaire d droite u v et le 
terme v' tel que v — ^f^^ v' ou v — >s v' . Alors, la regie de reecriture u ^ v' est strictement 
lineaire a droite. 

Preuve : La preuve est realisee par induction sur la structure du terme v en considerant toutes 
les reductions possibles. 

Pour toute reduction v — >s v' la linearite de v' par rapport a u est clairement preservee. 
Par exemple, pour un terme de la forme v = /({t"!, ^2}), vi et V2 sont lineaires par rapport 
aux variables de u et done, f{vi) et f{v2) sont aussi lineaires. Par consequent, la regie de 
reecriture u — > {/(wi), /('U2)} est strictement lineaire a droite. 

Nous devrions verifier si le terme v' peut devenir non-lineaire par rapport a u pour une 
reduction v — ^f^^ v' . Ceci serait possible seulement en appliquant une regie de reecriture 
non-lin6aire a droite dans un sous-terme de v mais il n'existe pas de telle regie dans v. □ 

En utilisant les proprietes precedentes nous pouvons adapter les preuves de confluence de la 
Section 3.3.7 et consid6rant les nouveaux cas introduits par une strategie ConfStratLin, c'est-a- 

dire I'application d'une regie de reecriture quasi-reguliere a un terme contenant cventuellement 
I'ensemble vide et I'application d'une regie de reecriture strictement lineaire a droite a un terme 
contenant eventuellement des ensembles ayant plus d'un element. 

Theoreme 3.5 Si une strategie d'evaluation ConfStratLin est utilisee, alors le pijj-calcul est con- 
fluent. 

Preuve : La preuve du Lemme 3.18 est facilement adaptee en considerant des substitutions 
de la forme a = {x/{ti, . . . ,tn}) appliquees a un terme r tel que x r soit strictement 
lineaire a droite et des substitutions de la forme a = {x/$) appliquees a un terme r tel que 
X — > r soit quasi-reguliere. 

Dans le Lemme 3.20 nous n'avons pas considere des applications de regie de reecriture quasi- 
reguliere a un argument et des applications de regie de reecriture strictement lineaire 
a droite a un terme ayant plus d'un element. Le Lemme 3.25 et le Lemme 3.26 nous 
permettent d'etendre le Lemme 3.18 dans le cas de la strategie ConfStratLin et done d'une 
regie d'evaluation FirCc avec les conditions modifiees pour decrire cette strategie. 
Si nous considerons le terme r telle que la regie de reecriture x — >■ r soit quasi-reguliere et 
r — alors, nous obtenons : 
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[x^r](0)-^{(x/0)ri} et [a; ^ r](0) {(x/0)ri} 



s* 



Pour I'application d'une regie de reecriture strictement lineaire a droite a un terme ayant 
plus d'un element nous obtenons : 



[x r]{{pi, . . . ,pn}) 

S 

{[x r]{pi), ...,[x^ r]{pn)} 

S* ' 

{{{x/pi)r},...,{{x/pn)r}} 



{{x/{pi, . . . ,Pn})r^} 
i s* 



Y 
u 

A 



5* 



{{{x/pi)r'^}, {{x/pn)r^}} 

Nous pouvons ainsi montrer que la relation — >f^^ induite par la nouvelle regie FirCc util- 
isant les conditions de la strategic ConfStratLin et la relation — >s sont coh6rentes. Puisque 
les autres lemmes utilises pour prouver la confluence des relation induites par les regies d'c- 
valuation du calcul n'utilisent pas les restrictions sur le nombre d'elements des ensembles, 
nous deduisons la confluence des reductions guidees par la strategic ConfStratLin. □ 



3.4.2 Regies de reecriture stables 

Nous avons montre la confluence du calcul {gii)(J^, X),^,S) (i.e. le /90-calcul) ou la strategic 
S est une des strategies ConfStrat, ConfStratLin et nous presentons brievement par la suite les 
problemes lies a la confluence du calcul {g{J-',X),^,S) que nous appelons le pg^-calcul. 

Definition 3.16 Etant donne un ensemble de symboles de fonctions !F , un ensemble de variables 
X , nous appelons p'^ -calcul un calcul defini par : 

- I'ensemble de termes g{J^,X), 

- I'application (d'ordre superieur) de substitution aux termes, 

- la theorie (filtrage syntaxique) , 

- I'ensemble de regies d'evaluation £ : Fire, Congruence, Congruence_fail, Distrib, Batch, 
SwitcfiL, SwitcfiR, OpOnSet, Flat, 

- une strategie d'evaluation S qui guide I'application des regies d'evaluation. 

Rappelons que les regies de reecriture de I'ensemble de termes gtD{J^,X) ne peuvent avoir 
qu'un terme du premier ordre dans le membre gauche. Cette restriction a du etre imposee a cause 
de I'instabilite de la notion de variable libre par rapport aux regies d'evaluation du calcul qui 
mene immediatement a I'instabilite des reductions par rapport a la substitution. Par exemple, 
I'ensemble des variables libres d'un terme {x, y} — > x est FV{{x, y} ^ x) = mais pour 
le terme resultant de I'application de la regie d'evaluation Switchi sur le terme initial nous 
obtenons FV{{x ^ x,y ^ x}) = FV{x ^ x) U FV{y x) = {x}. Si le membre gauche des 
regie de reecriture contient de tels termes alors, nous pouvons obtenir facilement des reductions 
non-confluentes, comme dans I'Exemple 3.12. 
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Exemple 3.12 [Regie avec un ensemble dans le memhre gauche] 




Switch L 



Switch L 

{[{x^x,y^x}](6)} 

Distrib 
Fire 

{{m,w}} 

Flat 

{h,x} 



[x -^[{x ^ x,y ^ x}\{h)\{a) 

Distrib 

[x^{[x^x]{hl[y^x]{hm^) 

Fire 

[^-{W,W}](a) 

Fire 

{{W,W}} 

Flat 

{6, a} 



Une premiere methode utilisee pour obtenir la confluence du /5g"-calcul consiste a definir une 
strategic qui combine les conditions sur les termes de Q{i,{J^,X) et les restrictions imposees par 
les strategies deja d6finies. 

Definition 3.17 Nous appelons ConfStratPlus la strategic qui consiste a appliquer la regie d'e- 
valuation Fire a un radical [Z — ^ f]{t) seulement si les conditions de la strategic ConfStratLin 
sont satisfaites et tous les membres gauches des regies de reecriture de r sont des termes du 
premier ordre. 

II est clair que si une strategic d'evaluation ConfStratPlus est utilisee, alors le p^'-calcul est 
confluent. 

La restriction sur la forme des regies de reecriture est relativement restrictive et nous voulons 
alleger cette restriction en gardant la confluence du calcul. Afin d'obtenir la confluence nous de- 
vons imposer une condition garantissant la stabilite des reductions par rapport a la substitution, 
c'est-a-dire un resultat similaire au Lemme 3.16 pour les termes de q{J^,A!). 

En utilisant la notion de variable presente nous definissons les regies de reecriture conservant 
I'ensemble de variables libres et ainsi, ne menant pas a des reductions non-convergentes comme 
dans I'Exemple 3.12. 

Definition 3.18 On dit que la p-regle de reecriture I ^ r est stable si FV{r)r\FV{l) = FV{r)r\ 
PV{1) et toute regie de reecriture de r est stable. 

Intuitivement, le membre gauche d'une regie de reecriture stable pent lier seulement ses 
variables presentes dans le membre droit de la regie. Ainsi, toute regie de reecriture avec le 
membre gauche un terme du premier ordre est stable. 

Exemple 3.13 Les regies de reecriture x f{x,y) et {f{x,y),g{x)} — > x sont stables et la 
premiere regie est quasi-reguliere tandis que la deuxieme regie n'est pas quasi-reguliere. La regie 

de reecriture x — > {x, y} n'est pas quasi-reguliere mais elle est stable. 

Nous definissons une nouvelle strategic en utilisant la notion de regie de reecriture stable 
pour remplacer la restriction imposee sur la forme des regies de reecriture dans la definition de 
la strategic ConfStratPlus. 
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Definition 3.19 Nous appelons ConfStratStable la strategie qui consiste a appliquer la regie 
d'evaluation Fire a un radical \l r]{t) seulement si les conditions pour la strategie ConfStratLin 
sont satisfaites et toutes les regies de reecriture dans r sont stables. 

La condition qu'une regie de reecriture soit stable est clairement decidable et done, toutes 
les conditions utilisces dans la strategic ConfStratStable sont dccidables. 

Pour prouver la confluence du pj^-calcul avec les regies d'evaluation guidees par une strategie 
ConfStratStable il suffit de remarquer que parmi les lemmes prouves dans la Section 3.3 seule- 
ment le Lemme 3.16 utilise la restriction imposant des regies de reecriture ayant un terme du 
premier ordre dans le membre gauche. Nous demontrons un lemme similaire pour la strategie 
ConfStratStable et nous deduisons immediatement la confluence du calcul dans ce cas. 

Lemme 3.27 Etant donnes le terme t ne contenant que des regies de reecriture stables et une 

substitution a. Si t — >s t' alors, at — >s at' . 

Preuve : Cette propriete a ete prouvee dans le Lemme 3.16 pour les termes appartenant a 
gil){J^, X) et done, seulement les regies de reecriture de la forme t = {ui, . . . ,Un} — > v avec 
t' = {ui V, . . . ,Un ^ v} n'ont pas ete consid6rees. 

Nous avons FV{{ui, . . . ,Un} ^ v) = FV{v) \ {UiFV{ui)), FV{{ui ^v,...,Un^ v}) = 
Lli{FV{v)\FV{ui)) et FV{v)nFV{{ui, Un}) = FV{v)nPV{{ui, . . .,Un}). Ainsi, toute 
variable de FV{{ui, . . . , tt„}) eliminee de FV{v) doit etre une variable de PV{{ui, . . . ,Un}) 
et done, elle doit etre presente dans tous les termes Ui. Nous obtenons done, 
FV{v) \ {UiFV{ui)) = FV{v) \ FV{ui) = ... = FV{v) \ FV{un) = Ui{FV{v) \ FV{ui)). 
Nous pouvons done considerer une substitution a telle que 'Dom{a)riPV{{ui, . . . , Un}) = 
et ainsi, nous obtenons at = {ui, . . . , Un} av. Par consequent, nous pouvons utiliser une 
induction sur la structure des termes comme dans le Lemme 3.16. □ 

Th6or6me 3.6 Si une strategie d'evaluation ConfStratStable est utilisee, alors le p^-calcul est 
confluent. 

Nous pouvons ainsi dire que le calcul {g{J^, X),^, ConfStratStable) est confluent. 

3.4.3 Strategies dans le pr-calcul 

Dans les strategies que nous avons proposces jusqu'a maintenant notre but principal ctait de 
permettre le maximum de reductions en gardant des conditions decidables relativement simples 
a comprendre et a implanter. 

La theorie de filtrage vide du pg-calcul nous a permis d'imposer des conditions d'application 
pour la regie d'evaluation Fire relativement simple a decider mais des que la theorie T de filtrage 
est plus elaborce les notions utilisces doivent etre modifioes en consequence. 

Si nous considerons une theorie T non-unitaire par exemple, I'absence des ensembles ayant 
plus d'un element dans un terme ne garantit pas I'absence des telles ensembles dans dans son 
reduit. Par exemple, dans une theorie de filtrage avec un operateur commutatif ©, le terme 
[x (B y ^ x]{a © b) ne contient pas d'enscmblc ayant plus d'un element mais son reduit {a, b} ne 
satisfait plus cette condition. Ainsi, la condition sur la reduction d'une application [/ — > r](t) en 
utilisant la regie d'evaluation Fire doit imposer non seulement que t ne contient pas d'ensemble 
ayant plus d'un element mais aussi qu'il ne contient pas de radical de la forme En plus, 

les notions de subsomption doivent etre adaptees afin de tenir compte des caracteristiques de la 
theorie T. 

Des conditions similaires a celles utilisees dans les strategies pour le /90-calcul sont difhcile a 
definir dans le cas general du pT-calcul mais nous pouvons imposer des conditions plus restrictives 
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sur I'application de la regie d'evaluation Fire pour une application [I — > r]{t) impliquant les 
conditions utilisees precedemment. 

Definition 3.20 Nous appelons ConfStratFirstOrder la strategic qui consiste a appliquer la regie 
d'evaluation Fire a un radical [l r]{t) seulement si l,r sont des termes du premier ordre et t 
est un terme clos du premier ordre. 

La strategic ConfStratFirstOrder est assez restrictive mais, puisque les conditions imposees 
sont purement structurelles, elle pent etre implantee d'une maniere tres efficace et ses proprietes, 
avec en particulier la confluence, sont plus facile a analyser. 

Theoreme 3.7 Si une strategic d'evaluation ConfStratFirstOrder est utilisec, alors le px-calcul 
est confluent. 

Preuve : En partant de la regie d'evaluation Fire qui est appliquee pour un p-terme \l r] (t) 
si les conditions de la strategic ConfStratFirstOrder sont imposees nous considerons la 
relation — >Fu induite par cette regie d'evaluation. 



La preuve de la coherence de cette relation — >p^^ avec la relation — >s (Definition 3.9) 
pent etre facilement adaptee pour le pT-calcul avec les regies d'evaluation guidees par 
la strategic ConfStratFirstOrder. Nous obtenons immediatement la confluence forte de la 
relation — >F\^ et en utilisant une approche similaire que pour le /90-calcul nous obtenons 
la confluence du pT-calcul. □ 

Nous pouvons ainsi dire que le calcul {q{T, X),T, ConfStratFirstOrder) est confiuent. 

Nous pouvons aussi voir les strategies definies precedemment pour le p0-calcul comme des 
raffinements de la strategic ConfStratFirstOrder utilisables dans un p-calcul avec une theorie de 
filtrage vide. De la meme fagon, des raffinements de la strategic ConfStratFirstOrder peuvent 
etre rcalisces pour des theories equationnelles mais ceci devient plus difficile pour des theories de 
filtrage d'ordre superieur. 

Conclusion 

Nous avons etudie dans ce chapitre la confluence du p-calcul. En analysant des exemples 
de reductions non-convergentes dans le p0-calcul, nous avons remaxque que les raisons de la 
non-confluence de ce calcul sont le pouvoir limite du flltrage syntaxique et la manipulation des 
ensembles. 

Afln de resoudre ce probleme nous avons propose des strategies d'evaluation garantissant la 
confluence. Une strategic simple consiste a reduire I'application d'une regie de reecriture seule- 
ment si le sujet de I'application est un terme clos du premier ordre, mais cette strategic est 
relativement restrictive. Nous avons done propose une strategic moins restrictive definie en im- 
posant des conditions sur les p-reductions possibles des termes impliques dans une application. 
Cette strategic devient triviale (c'est-a-dire n'impose aucune restriction) pour certaines instances 
du calcul, mais les conditions imposees ne sont pas utilisables dans une implantation du p-calcul. 
Par consequent, nous avons defini des conditions decidables sur les p-termes et des strategies 
confluentes d6flnies en utilisant ces restrictions. Nous avons pr6sente ces resultats dans [CK99a] 
et [CK99b]. 
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Chapitre 4 



Recursivite dans le p-calcul - le 

Le pouvoir d'expression du p-calcul nous permet de representer des A-termes et leur derivation 
ainsi que I'application d'une regie de reecriture de la reecriture de termes classique. Les A-termes 
contiennent toute rinformation necessaire pour leur reduction tandis que dans la reecriture cette 
information est implicite et diflcrentes strategies peuvent etre utilisees pour guider I'application 
des regies de reecriture. En efFet, les travaux de Huet et Levy [HL79, HL91] et d'O'Donnell [H083] 
ont inspire I'etude de strategies efficaces de reduction. 

La description explicite des strategies de reduction necessite I'utilisation d'un operateur tes- 
tant I'echec de I'application d'une regie de reecriture. Nous introduisons done un operateur first 
decrivant I'application du premier argument ne menant pas a un echec. Nous appelons p^'^'-calcul 
le calcul obtenu en ajoutant la description de cet operateur au p-calcul. Nous presentons une 
definition des strategies de reduction innermost et outermost basee sur des operateurs definis 
dans le p^**-calcul. 



4.1 Presentation de la problematique 

L'application d'une regie de reecriture de la reecriture standard est decrite explicitement 
dans le p-calcul par un ^o-terme approprie. Par exemple, I'application de la regie de reecriture 
a — ^ 6 au terme a est representee par le p-terme [a b]{a). La reduction de cette application 
en le terme b dans la reecriture correspond a la reduction du p-terme [a — > en le p-terme 
{6} dans le p-calcul. Mais une reduction en reecriture pent impliquer I'application de plusieurs 
regies et puisque nous voulons representer dans le p-calcul toute reduction de la reecriture et pas 
seulement les reductions necessitant un seul pas de reecriture alors nous voulons repondre a la 
question : 

Etant donnee une theorie de reecriture TZ existe-il un p-terme S^ti tel que pour tout terme u, si u 
se reduit en le terme v dans la theorie de reecriture TZ alors [^n]{u) se p-reduit en un ensemble 
contenant le p-terme v ? 

Nous allons voir dans la Section 5.2.2 que pour toute reduction dans une theorie de reecriture, 
il existe une reduction correspondante dans le p-calcul : si le terme u se reduit en le terme v dans 
une theorie de reecriture TZ nous pouvons construire un p-terme ^n{u) qui se reduit en le terme 
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{v} dans le p-calcul. La methode utilisee permet de construire le terme £,ti{u) a partir des etapes 
de reduction de u en v dans la theorie TZ. 

Nous voulons aller plus loin et donner une methode pour construire le terme ^niu) sans 
connaitre la derivation de u en f dans la theorie TZ. Ce probleme s'avere plus difficile parce 
que les proprietes du systeme de reecriture, comme la terminaison et la confluence, ne sont pas 
connues a priori. 

Ceci signifie que nous souhaitons decrire dans le p-calcul des strategies de reduction et, princi- 
palement, des strategies de normalisation. Les p-termes representant des strategies de normalisa- 
tion nous permettrons d'obtenir, entre autres, un codage naturel de la reecriture conditionnelle. 
La question que nous nous sommes posee precedemment pent etre ainsi reformulee en : 

Etant donnee une theorie de reecriture TZ existe-il un p-terme ^-ji tel que pour tout terme u, si 
u se normalise en le terme v dans la theorie de reecriture TZ alors [^7^]('li) se p-reduit en un 
ensemble contenant le p-terme v ? 

La definition de strategies (de normalisation) est faite en general au meta-niveau et nous 
voulons montrer que le p-calcul est assez puissant pour nous permettre la representation de 
telles derivations au niveau objet du calcul. Dans la Section 5.1 nous montrerons que le p0-calcul 
contient le A-calcul et done, toute fonction calculable, comme la normalisation par exemple, est 
exprimable dans le formalisme. 

Ce que nous apportons ici, grace a la puissance dn filtrage et a I'utilisation du non-dctermi- 
nisme, est la facilite d'exprimer en utilisant les p-termes, des strategies (de normalisation) guidant 
I'application d'une ou plusieurs regies de reecriture. Nous pouvons ainsi exprimer les strategies 
dans un formalisme uniforme combinant les mecanismes standard de reecriture et les techniques 
d'ordre supcrieur. 

Pour calculer la forme normale d'un terme u par rapport a un systeme de reecriture TZ, les 
regies de reecriture de TZ sont appliquees repetitivement a une position quelconque de u jusqu'a 
ce qu'aucune regie de TZ ne soit plus applicable. Par consequent, les ingredients necessaires pour 
definir une telle strategic sont : 

- un operateur d'iteration qui applique repetitivement des regies de reecriture, 

- un operateur de parcours de termes qui applique une regie de reecriture a une position 
quelconque d'un terme, 

- un operateur testant si un ensemble de regies de reecriture est applicable sur un terme. 

II existe evidement plusieurs strategies de reduction obtenues en precisant la position d'appli- 
cation des regies de reecriture a chaque pas de reduction. Par exemple, si les regies de reecriture 
sont appliquees d'abord a la position la plus profonde alors une strategic innermost est obtenue 
tandis que si les regies de reecriture sont appliquees en tete alors une strategic outermost est 
obtenue. 

Nous decrivons par la suite une possibilite de definir dans le p-calcul les operateurs utilises 
pour la definition de strategies. Nous commengons par quelques operateurs auxiliaires et ensuite 
nous presentons les p-operateurs qui correspondent aux fonctionnalites enumerees ci-dessus. 

4.2 Operateurs auxiliaires 

Nous definissons d'abord trois operateurs auxiliaires qui seront utilises dans les sections suiv- 
antes. Ces operateurs sont simplement utilises pour definir et nommer des p-termes plus com- 
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plexes et ont ete introduits pour donner des definitions plus compactes et plus intuitives pour 
les operateurs de recursion. 

Le premier de ces trois operateurs est appele Videntite et note id. L 'application de cet opera- 
teur sur un p-terme quelconque t est reduite en le singleton contenant ce terme, c'est-a-dire 
— >p {t}. Le p-terme id n'est rien d'autre que la regie de reecriture x ^ x : 

id = X ^ X. 

De la meme maniere nous pouvons definir la strategic fail qui echoue toujours : 

fail = X ^ 0. 

Nous introduisons aussi I'operateur binaire qui represente I'application sequentielle de 

deux p-termes. Un p-terme de la forme [;/,: v]{t) represente I'application du terme v sur le rosultat 
de I'application du terme u sur le terme t. Par consequent, nous definissons I'operateur ";'' par : 

u;v = X ^ [v]{[u\{x)). 

Dans les sections suivantes nous employons generalement la forme abregee de ces operateurs 
et pas leur forme etendue mais nous montrons eventuellement les reductions correspondantes. 

4.3 L'operateur first et le p^**-calcul 

Nous analysons maintenant la possibilite de representer dans le p-calcul le test d'applicabilite 
d'une regie sur un terme, c'est-a-dire tester si le resultat n'est pas 0. Ce test sera utilise princi- 
palement pour appliquer une regie de reecriture seulement si elle ne mene pas au resultat et 
nous definissons un operateur qui cherche les termes qui ne menent pas a un echec. 

Description de I'operateur first 

Nous introduisons un nouvel operateur n-aire appele first qui a le role de s61ectionner parmi 
ses arguments le premier terme dont I'application a un p-terme donne n'est pas reduite en 0. 

Nous voulons done que I'application d'un p-terme first{si, . . . , s„) a un terme t retourne le 
resultat de la premiere application sans echec d'un de ses arguments au terme t. Si la reduction 
de tout terme i = 1, . . . , k — 1, mene a et que le terme ne se reduit pas en 0, alors 

[first{si, . . . ,Sn)]{t) est reduit en le meme terme que le terme [sfe](t)- 

Ainsi, lorsque la reduction de tout terme [sj](i), i = l,...,fc — 1, mene a et que la reduction 
de ne termine pas alors la reduction du terme [first{si, . . . ,s„)](t) ne termine pas. 

Nous pouvons resumer la description de I'operateur first donne ci-dessus par les deux regies 
d'evaluation First' et First" : 

First' [first{si, 
First" [first{si, 



Dans les deux regies precedentes la condition qu'un terme soit reduit en ou en un terme 
clos en forme normale {uk i) est testee au meta-niveau du calcul. En procedant de cette maniere. 



■■■,Sn)](t) =^ {uk i} 

si [Si]it) ^pHi, i = l,...,k-l 

[sk]{t) — Uk 0, Uk i clos, sans radical 

...,Sn)]{t) =^ 

si [si]{t) -^p 0, i = l,... ,n 
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des operations intrinseques au niveau objet doivent etre executees au meta-niveau et done, les 
reductions au niveau objet ne contiennent plus toute I'information sous-jacente. 

Par exemple, en utilisant la regie First' le /9-terme [first{a b,b ^ est reduit dans 

un seul pas en {c} : 

[first{a ->h,b^ c)](&) — > First' {c} 
et done les reductions [a 6] (6) — > et [6 ^ c](6) {c} ne sont plus visibles au niveau objet. 

Le p^''*-calcul 

Pour rendre explicite le fonctionnement de I'operateur first nous introduisons un nouvel 
operateur n-aire "()" qui, intuitivement, selectionne les termes non vides. Contrairement a un 
terme de la forme ou la virgule est supposee respecter les axiomes des ensembles 

(associativitc, commutativite, idempotence), nous ne faisons aucune supposition sur un terme 
(ti, . . . ou I'ordre des arguments est essential dans revaluation. 

Definition 4.1 L'ensemhle des p^^^ -termes etend I'ensemble q{J-,?^) de p-termes de base (Def- 
inition 2.1) comme etant le plus petit ensemble tel que : 

- les elements de Tjri^X) sont des p^^^-termes, 

- si ti, . . . ,tn sont des p^^^ -termes et f & J-n alors f{ti, . . . , tn) est un p^^^ -terme, 

- si ti, . . . ,tn sont des p^^* -termes alors {ti, . . . est un p^^* -terme, 

- si t et u sont des p^^^ -termes alors [t]{u) est un p^^^ -terme, 

- si t et u sont des p^^^-termes alors t ^ u est un p^^^-terme. 

- si ti, . . . ,tn sont des p^^^ -termes alors first{ti, . . . ,tn) est un p^^* -terme, 

- si ti, . . . ,tn sont des p^^^ -termes alors {ti, . . . ,tn) est un p^^* -terme. 
Get ensemble est note q^^*{J^,X). 

Les regies d'evaluation decrivant I'operateur first et I'operateur auxiliaire () sont presentees 
dans la Figure 4.1. La description des deux operateurs utilise une condition qui teste si un terme 
est (evaluc en) un ensemble vide et nous ne savons pas actuellement exprimer ces operateurs 
dans le p-calcul de base. 



First 




[first{su...,Sn)]{t) 




{[sm,---ASn]{t)) 


First _ 


fail 


{^,ti,...,tn) 




{ti, ... ,tn) 


First 


success 


{t,ti, . . . , tn) 




{t} 










si t ne contient pas de radical et de variable 










libre et n'est pas 


First _ 


single 







{} 



Fig. 4.1: Les regies d'evaluation de I'operateur first 



L'operateur first lance revaluation de I'application de ses arguments sur le terme donne 
et I'operateur () teste explicitement I'echec de ces applications. Les conditions testees par les 
regies d'evaluation presentees dans la Figure 4.1 sont des conditions structurelles sur les termes 
et n'impliquent aucune reduction au meta-niveau. 
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Avec cette derniere approche toutes les applications des regies d'evaluation sont efFectuees au 
niveau objet du calcul et la reduction du terme [first{a b,b ^ presentee precedemment 

devient : 

[first{a ->b,b^ c)]{b) 

^First {[a^b]{b),[b^c]{b)) 
^Fire (0, {C}) 

^First_fail ({c}) 

^ First _success {{*'}} 
^Flat {c} 

Nous etendons maintenant la Definition 2.7 du p^-calcul en considerant les nouveaux opera- 
teurs et les regies d'evaluation correspondantes. 

Definition 4.2 Etant donnes un ensemble de symboles de fonctions T , un ensemble de variables 
X, une theorie T sur les termes du q^^^{J^,X) avec un probleme de filtrage decidable, nous 
appelons -calcul un calcul defini par : 

- un sous-ensemble non vide Qlf^(J-,X) de I'ensemble de termes q^^^{J-,X), 

- I'application (d'ordre superieur) de substitution aux termes, 

- une theorie T , 

- I'ensemble de regies d'evaluation note £pist : Fire, Congruence, C ongruence _ f ail , Distrib, 
Batch, Switchi, Switchu, OpOnSet, Flat, First, Fir st_ fail, First_success et 
First_single, 

- une strategic d'evaluation S qui guide I'application des regies d'evaluation. 

Les exemples suivants presentent la reduction de certains p^**-termes contenant les operateurs 
du calcul 6tendu. 

Exemple 4.1 L'application non-deterministe d'une des regies a ^ b, a ^ c, a ^ d au terme a 
est representee dans le p-calcul par I'application [{a —>^b,a—>^c,a^ d}]{a). Ce dernier p-terme 
est reduit en I'ensemble {b,c,d} qui represente un choix non-deterministe parmi les trois termes. 
Si nous voulons appliquer les regies a^b, a^c, a^d d'une fagon deterministe et dans I'ordre 
precise, nous utilisons le p-terme [first{a b,a c,a d)](a) avec par exemple la reduction : 

[first{a b,a —> c,a ^ d)\{a) 
— > First {[a 6] (a), [a c](a), [a d\{a)) 

— ^Fire ({H> [a ^ c](a), [a ^ d](a)) 

First _ success {{^}} 
>Flat {b} 

Nous pouvons remarquer que meme si toutes les regies de reecriture utilisees s 'appliquent au 
terme a avec succes (pas de le resultat final est donne par la premiere regie de reecriture 
essayee. 

Exemple 4.2 Nous considerons maintenant le cas oil certaines regies donnees en argument a 
first menent a un echec : 

[first{a ^ b,b c,a —I- d)]{b) 
-^First {[a - b]{b), [b ^ c]{b), [a ^ d]{b)) 

-^Fire (0,[6^c](6),[a^(i](6)) 
— 'First_faU {[b ^ c]{b),[a ^ d]{b)) 

^Fire ^ 
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* First _ success {i*^}} 
^Flat {c} 

Exemple 4.3 Si aucune des regies donnees en argument d first n'est appliquee avec succes le 
resultat est bien sur I'ensemble vide : 

[first{a b,a ^ c,a ^ d)]{b) 
^First ([o ^ h]{h), [a ^ c](6), [a ^ 

^Fire (0,0,0) 

^First fail () 
^First single 

En utilisant I'operateur first nous introduisons d'autres operateurs permettant une descrip- 
tion plus concise et intuitive des p-termes. Par exemple, nous pouvons definir un terme 

try{s) = first{s, id) 

tel que I'application de ce terme au terme t est reduite en le resultat de I'application [s]{t) si 
[s]{t) n'est pas reduite en et a {t} si [s]{t) est reduite en 0. 



L'operateur dc 

L'ordre des arguments de l'operateur first dans un terme first{ti, . . . ,tn) est essentiel pour 
la reduction d'une application Nous pouvons definir facilement deux operateurs n-aire 

dc {dont care choose) et "(())" avec un comportement similaire a celui des operateurs first et 
mais cette fois-ci sans imposer un ordre sur I'application et sur revaluation des arguments 
respectivement. Pour cela, dans les termes de la forme {{ti, . . . ,tn)) nous considerons que la 
virgule est associative, commutative et idempotente. Les regies d'evaluation caracterisant ces 
operateurs sont presentees dans la Figure 4.2. 



DC 




[dc{si, 


...,Sn)]{t) 


=^ {{[si]{t),...,[s^m 


DC 


fail 


{{h,.. 


, tk-1, 0, tk+i, . 


■■,tn)) =^ {{h, . . . ,tn)) 


DC_ 


success 


{{h,.. 


, i, . . . , tnj) 


=^ {t} 










si t ne contient pas de radical et de 










variable libre et il n'est pas 


DC 


single 


(0) 




=^ 



Fig. 4.2: Les regies d'evaluation de l'operateur dc 



De la meme maniSre que l'operateur first, l'operateur dc lance revaluation de I'application de 
ses arguments sur le terme donne. L'operateur (()) teste I'echec de la reduction de ses arguments 
mais, contrairement a l'operateur (), pas dans un ordre precis. Des que nous trouvons un terme 
tk clos en forme normale parmi les arguments d'un terme {{ti, . . . ,tn)) nous pouvons fournir {t^} 
comme resultat et ignorer les autres arguments. Toute reduction en d'un argument est ignoree. 

Exemple 4.4 En utilisant les regies d'evaluation precedentes nous obtenons deux reductions pos- 
sibles pour le terme [dc{a b,a ^ c)](a) menant soit au terme {b}, soit au terme {c}. 
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[dc{a — >■ 6, a — > c)](a) [dc{a —^b,a—>- c)](a) 

{{[a ^ 6](a), [a ^ c](a))) ^ (([a ^ 6](a), [a ^ c](a))) 

— m,{c})) 

— {{H} — {{c}} 

— {6} ^ {c} 

Nous obtenons ainsi pour I'application d'un terme dc{ti, . . . ,tn) sur un autre terme u un 
comportement non-deterministe dans le sens ou plusieurs reductions peuvent mener a des resul- 
tats differents si plusieurs reductions sans echec sont possibles. Cette approche permettrait la 
description de I'application d'une regie de reecriture a une position quelconque dans un terme 
mais le calcul obtenu serait evidemment non- confluent. L 'inconvenient de cette methode est le 
manque de controle et done I'impossibilite de decrire des strategies de reduction precises et par- 
ticulierement des strategies de normalisation du type leftmost innermost ou leftmost outermost. 

Dans le reste de ce chapitre nous utilisons I'operateur first pour la descriptions de nouveaux 
operateurs, mais cet operateur pent etre remplace avec I'operateur dc si nous desirous permettre 
des eventuelles reductions non-convergentes. 



4.4 Congruence generique 

Nous definissons maintenant les operateurs qui permettent I'application d'un p-terme r a une 
certaine position d'un autre p-terme t en descendant a chaque etape de reduction d'un niveau 
dans la profondeur du terme t. 

La premiere etape est la definition de deux operateurs qui decrivent I'application d'un terme 
non au sommet d'un autre terme mais a ses sous-termes directs. II est deja possible de decrire 
cette operation dans le p-calcul en utilisant la regie d'evaluation Congruence. Ainsi, pour tout 
symbole f £ nous pouvons representer I'application d'un terme r aux sous-termes d'un terme 
f{ui, ...,Un) par lep-terme [/(r, . . .,r)]{f{ui, . . . ,ti„)) qui est reduit en {/([r](ui), . . . , [r](n„))}. 
Mais nous voulons definir un operateur generique qui applique un p-terme r aux sous-termes Uj, 
i = 1, . . . ,n d'un terme de la forme F{ui, . . . , Un) independamment du symbole de tete F. 

Pour cela, nous introduisons deux operateurs unaire $ et ^' dont le comportement est decrit 
par les regies d'evaluation presentees dans la Figure 4.3. Ces operateurs permettent la represen- 
tation de I'application d'un p-terme aux arguments d'un autre p-terme et ils sont inspires des 
operateurs similaires du System S decrit dans [VeAB98]. Nous montrerons que le comportement 
de ces operateurs pent etre exprime en utilisant seulement les operateurs du /3^**-calcul. 



Traverse seq [#(r)](/(ui, . . 


■,Un)) 


=^ {{f{[r]{ui),. 


■•,^^n)},---,{/(lil,-- 


•,MK))}) 


Traverse par [^'(r)](/(ni, . 


.,Ur,)) 


=^ {/(H(ni),.. 


.,HK))} 





Fig. 4.3: Congruence generique 



L'evaluation de I'application du p-terme $(r) au terme t = f{ui, . . . ,u„) revient a revaluation 
de I'application du terme r a un des sous-termes Ui. Plus precisement, r est applique sur le premier 
Ui, i = 1, ... ,n tel que I'application [r](?Xi) n'est pas reduite en I'ensemble vide. S'il n^existe pas 
un tel sous-terme Ui et en particulier, si t est une fonction sans arguments {t est une constante), 
alors le terme [$(r)](f) se reduit en I'ensemble vide. 
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Le comportement dans le cas des constantes devient plus clair si le membre droit de la regie 
Traverse_seq est ecrit ({/(• • • , [r](ui), . . .)} | i = 1 . . . n) et si nous remarquons qu'une constante 
est un terme de la forme c(ui, . . . avec n = obtenant ainsi la reduction suivante : 

[$(r)](c) ^Traverse seq ({}) ^ First fail () ^ First single 

Lorsque le p-terme ^(r) est applique a un terme t = f{ui, . . . , le terme r est applique a 
tous les arguments Ui, i = 1, ... ,n si pour tout i, [r]{ui) n'est pas reduite en 0. S'il existe un Ui 
tel que [r]('Uj) est reduit en 0, alors le resultat est I'ensemble vide. Si nous appliquons *(r) sur 
une constante c, puisque il n'y a aucun sous-terme, nous obtenons la reduction : 

[^'(r)](c) ^Traverse _par {c} 

Si nous considerons un p-calcul avec une signature finie J- et si nous notons par J-q = 
{ci, . . . , c„} I'ensemble de symboles de fonctions constantes et par ^+ = {/i, . . . , f^} I'ensemble 
de symboles de fonctions non constantes, les deux operateurs $(r) et *(r) peuvent etre exprimes 
par certains p-termes appropries. 

Si les deux definitions suivantes sont considerees 

$'(r) = first{fi{r, id,..., id), fi{id, . . . ,id,r), . . . , fm{r, id,..., id), fm{id, ...,id, r)) 

^(r) = {ci,...,c„,/i(r, ...,r),...,/m(r, ...,r)} 

avec Cj G J'q, i = 1, . . . , n, et /j € j = 1, . . . ,m, nous obtenons les reductions suivantes : 

[<^'{r)]{fk{m,...,up)) 
= [first{fi{r,id, . . . ,id), . . . , fm{id, . . . ,id,r))]{fk{ui, . . .,Up)) 

— ^ First {[h{r, id,... ,id)]{fk{ui, . . . ,Up)), . . . , [fm{id, . . . ,id,r)]{fk{ui, ...,Up))) 

-^Congruence (0, ■ ■ ■ , 0, . . . , Up)}, {fk{ui, [r]{Up))}, 0, . . . , 0) 

First _f ail {{fk{[r]{ui), . . . ,Up)}, . . . , {fk{ui, . . . ,[r]{Up))},^, . . . ,$) 

et 

[*(r)](A(ui,...,Up)) 
= [{ci, ...,Cn,fi{r,...,r),..., fm{r, r)}]{fk{ui, Up)) 

Wistrib {[Cl](/fc(ui, . . .,Up)), , [frn{r, . . . , r)]{fk{ui, . . . ,Up))} 

-^Congruence {0, • • • , 0, • • • , [r]{Up))}, 0, . . . , 0} 

-^Flat {fki[r]{ui),---,M{Up))} 

L'operateur ne correspond done pas exactement a la description de I'operateur $ donnee 
dans la Figure 4.3 mais le meme resultat est obtenu en appliquant les termes $(r) et $'(r) a un 
terme fk{ui, . . . ,Up) comme montre ci-dessous. 

Lemme 4.1 Les applications des termes $(r) et ^'(r) a un terme t peuvent etre decrites dans 

le p}^^-calcul. 

Preuve : Si nous considerons t = fk{ui, . . . ,Up) et si pour tout i = l,...,p nous avons les 
reductions [r](tti) — alors, selon les regies d'evaluation decrivant le comportement de 
$(r), nous obtenons : 

Mr)]{fk{uu...,Up)) 

^Traverse_seq {{fk{[r]{ui), . . . ,Up)}, {/fe(ui, . . . , [r]{Up))}) 

({/fe(0,...,Up)},...,{/feK,...,0)}) 
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^OpOnSet ({0},...,{0}) 
-^Flat (0,...,0) 

^First_fail () 

^First single 

Autrement, s'il existe un I tel que [r](tii) — ^■p 0, i = 1, . . . , Z — 1 et [r](tt/) — vi [, avec 
vi I un terme clos ne contenant pas de radical, la reduction suivante est obtenue : 

^Traverse_seg {{fk{[r]{ui) , . . . ,Up)}, . . . , {fk{ui, . . . , [r]{Up))}) 

-^p ({/fe(0, • • • , Up)}, {fk{ui, ...,Vi i,..., Up)}, {fkiui, 0)}) 

-^OpOnSet (0, . . . , 0, {/fe(ni, . . . , i;/ i, . . . , Up)}, 0, . . . , 0) 

^First_fail {{fk{ui, . . . , j, . . . , Up)}, 0, . . . , 0) 

Maintenant, si nous considerons la definition de $'(r) et si pour tout i = l,...,p nous 
avons [r](ttj) —^p alors, nous obtenons : 

['^'{r)]{fk{ui,...,Up)) 

iifkiMiui), Up)}, {fkiui, [r]iup))}, 0, . . . , 0) 
({/fc(0,...,np)},...,{/fc(«i,...,0)},0,...,0) 



p 



p 



^OpOnSet 

({0},...,{0},0,...,0) 



^Flat 



(0,...,0,...,0) 



^First _fail () 
^First single 

Pour le meme terme [^'{r)]{fk{ui, . . . ,Up)), s'il existe un I tel que —^p 0, i = 

1, ... ,Z — 1 et — vi I, avec vi J, un terme clos ne contenant pas de radical, la 

reduction suivante est obtenue : 

['^'ir)]{Mui,...,Up)) 
^P iifkiMim), Up)}, {fkiui, [r]iup))}, 0, . . . , 0) 

-^p ({/fc(0, • • • , Up)}, {fk{ui, ...,vii,..., Up)}, 0, . . . , 0) 

^OpOnSet ({0}, ■ • • , {0}, {fk{ui, ...,Vii,.. .,Up)}, 0, . . . , 0) 

^Flat {^,...,$,{fk{ux,...,Vi i,...,«p)},0,...,0) 

--^First_fail {{fk{ui, . . . ,Vi I, . . . ,Up)},0, . . . , 0) 

Nous pouvons remarquer que les resultats des reductions pour I'application d'un terme 
r aux arguments d'un terme fk{ui, . . . ,Up) en utilisant les deux opcrateurs, $ et sont 
identiques. Si les termes Ui,i = 1 . . .p, sont des termes clos ne contenant pas de radical alors 
le resultat final des deux reductions dans le cas sans echec est {fkiui, ■ ■ ■ ,vi i, . . . , Up)}. 
Quand les operateurs sont appliques a une constante Cfc G nous obtenons : 

wmck) ^p ^p0, 

mrWk) -^p {cfe}. 

□ 

L'application d'un terme r a tons les sous-termes de profondeur n d'un terme t est representee 
par le /9-terme \^{. . . {^{r)) . . ■)\{t) avec n niveaux d'imbrication de I'operateur L'application 
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a seulement un sous-terme de profondeur n est representee par le p-terme [$(. . . ($(r)) . . ■)]{t) 
avec n niveaux d'imbrication de I'operateur 

Pour une presentation plus concise et plus claire, dans les reductions decrites ulterieurement 
nous utilisons la description de I'operateur $ donne par les regies d'evaluation dans la Figure 4.3. 

4.5 Application en profondeur 

La definition des strategies d'evaluation (normalisation) comme, par exemple, top-down ou 
bottom-up, est basee sur I'application d'un terme a la position de tcte ou aux positions les plus 
profondes d'un autre terme. Pour le moment nous avons la possibilite d'appliquer un p-terme 
r soit a un ou a tous les arguments Ui d'un p-terme t = . . . , soit aux sous-termes 

se trouvant a une profondeur de t precisee explicitement. Mais la profondeur d'un terme n'est 
pas connue a priori et done, nous ne pouvons pas appliquer un terme r aux positions les plus 
profondes d'un terme t. Si nous voulons appliquer le terme r aux sous-termes a la profondeur 
maximale d'un terme t (i.e. les sous-termes n'ayant pas de sous-terme strict) nous devons definir 
un operateur recursif qui reitere I'application des termes $(r) et ^'(r) et ainsi, pousse I'application 
le plus profondement possible dans les termes. 

Nous commengons par presenter le p-terme permettant la description des applications rccur- 
sives dans le p-calcul. En s'inspirant des operateurs de point fixe du A-calcul nous pouvons definir 
un p-terme qui applique recursivement un p-terme donne. Nous utilisons le combinateur de point 
fixe classique du A-calcul ([Bar84]), = {Ax Ax) ou 

= \xy.y{xxy) 

Qx est appele le combinateur de point fixe de Turing ([Tur37]). 

Ce terme correspond dans le p-calcul au p-terme = [^](^) avec 

A = x^{y^m[x]{xm)). 

Dans le A-calcul, pour tout A-terme G nous avons la reduction : 

G G{@x G). 

Dans le p-calcul nous avons une reduction similaire : 

[0](G) mmiG))} {Point_Fixe) 

qui est detaillee par : 

[e](G) ^ [[A]{A)]{G) ^ [[x - (y - M([N(x)](2/)))](^)](G) 

-^F^re [{?/ - [y] ( [[^] (^)] (l/))}] (G) 

Distrib 

{[y ^ [y]([[A]{A)]iymG)} 

-^p„e {mm{A)]{Gm 

^Flat {[G]{[[A]{A)]iG))} 

^ mmiG))} 

Nous avons obtenu le resultat souliaite mais la derniere application de la regie Fire dans 
la reduction ci-dessus pent etre remplacee par une reduction dans le sous-terme [[A](A)](y). 
Nous pouvons reduire ainsi [[A](A)](y) = [[x' {y' [y']{[[x']{x')]{y')))]{A)]{y) en le terme 
{[y]([[A](^)](?/))} = {[y]([6](y))}. Nous obtenons done la reduction : 
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[em 

{[y - [yKUmmm} = Hy - [y]m{ymG)} 
-^p {[y^[y\mm{y))mG)} 
-^p {[y ^ [ymmiyMiG)} 

* 

qui ne termine jamais si a chaque fois le meme radical [0](y) est sclectionnc pour reduction. 

Dans une approche operationnelle nous ne voudrions pas que les nouvelles constructions 
conduisent a des reductions qui ne terminent pas. Puisque le p-terme [0](G) pent evidemment 
mener a des reductions infinies, une strategic devrait etre imposee afin d'obtenir la terminaison 
et done le comportement souhaitc. 

Nous devrions ainsi utiliser une strategic qui applique les regies d'evaluation a un terme 
de la forme [6](G) seulement lorsqu'aucune autre reduction n'est possible. D'un point de vue 
operationnel, cette strategic est assez difficile a implanter et evidemment pas tres efficace dans un 
calcul ou le terme G est reprcsentc par sa forme ctendue et done, plus difficile a identifier. Dans le 
cas ou O est considere comme un p-terme independant avec le comportement decrit par une regie 
d'evaluation correspondant a la reduction Point_Fixe, la strategic proposee precedemment est 
facilement realisable. 

Une strategic satisfaisant la condition de terminaison et plus facile a implanter pourrait 
appliquer les regies d'evaluation d'abord aux positions de tcte des termes et seulement au moment 
ou aucune regie d'evaluation n'est applicable en tete, reduire les sous-termes a des positions plus 
profondes. II est clair que cette strategic outermost empeche seulement les reductions infinies 
dues a I'operateur G mais elle ne peut pas assurer la terminaison du calcul non-type. 

Comme nous I'avons dit precedemment, le but principal est la representation des strategies 
de normalisation par des p-termes et done, nous voulons decrire I'application d'un terme r a 
toutes les positions d'un autre terme t. Par consequent, nous devons definir le terme G approprie 
qui propage I'application d'un p-terme dans les sous-termes d'un autre p-terme. 



4.5.1 Applications multiples 

Dans un premier temps, nous voulons definir les opcrateurs BottomUp et TopDown decrivant 
I'application d'un terme r a tous les sous-termes d'un terme t en commengant avec les positions 
les plus profondes et respectivement avec la position de tete. Nous voudrions done trouver un 
terme qui appliquerait recursivement le terme r a tous les sous-termes de t et ulterieurement 
au sommet du terme resultat et un autre terme qui appliquerait le terme r d'abord au sommet 
du terme t et ensuite aux sous-termes du terme resultat. Le terme r doit etre applique a un 
sous-terme seulement si cette application ne mene pas a un echec. 

Nous proposons d'abord deux definitions "naives" pour ces operateurs et nous commentons 
les problemes rencontres. En analysant les reductions obtenues nous definissons finalement des 
operateurs decrivant exactement le comportement souhaite. 

Une premiere approche consiste a definir le p-terme : 

G,dsir) = f^{x-^[^>if);r]{x)) 

qui decrit I'application d'un terme / (qui sera instancie par le mecanisme de filtrage) a tous les 
arguments du terme qui instancie la variable x, suivie de I'application du terme r a la position 
de tete du terme resultant de I'application precedente. 

Nous definissons I'operateur SDS (pour SpreadDownSimple) : 

SDS{r) ^ [e]{Gsdsir)) 
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et nous obtenons la reduction suivante pour I'application de ce terme au terme t = f{ti, . . . ,tn) '■ 
[SDS{r)]{t) ^ m{Gsds{rmt) 

{[[GsdsmmGsUrmm 

{[[GsdsmSDS{r))m 
{[[f^{x^[^U);r]{xmSDS{r)m} 

{[{x^[nSDS{r))-r]{xmt)} 

{[^{SDS{r))-r]{f{h,...,tn))} 
{[r]([*(5i^5(r))](/(ti,...,t„)))} 
{[r\{f{[SDS{rm),...,[SDS{r)]{tr.m 

Ainsi, le terme SDS{r) est applique a tous les arguments dti terme initial et le terme r est 
applique en tete. Si le terme initial est une constante c alors, le resultat de la reduction est 
{[r](c)} et nous obtenons done le comportement souhaite. 

L'inconvenient de cette methode est la non-confluence des derivations quand le terme r est 
un ensemble ayant plus d'un element. Par exemple, dans le cas ou r = {a, 6} le terme Gsdsii") = 
GsdsiW^b}) pent etre reduit en le terme {G sds{o) ^ G sds{b)^ comme montre par la reduction : 

GsdsiiaM) = /-(a:-[*(/);{a,6}](x)) 
/^(^^[^^[{a,6}]([M.(/)](z))](x)) 

f^{x^[z^ {[awumi [bwummx]) 
/ ^ ^ ^ [a]([^'(/)](^)),z ^ [hmummx)) 

/ ^ ^ _ [a]([^(/)](.))](x), [z - [hmimzmx)}) 
/ ^ ^ [, ^ [a]([*(/)](z))](x),x - [z - [hmu)\m{m 
{f^{x^[z^ [a]([*(/)](z))](a;),/ - {x ^ [z ^ [hmumm]) 

{Gsds{a), Gsdsib)} 

En utilisant le resultat precedent, nous obtenons la reduction suivante pour le p-terme 
SDS{{a,b}) : 

SDS{{a,b}) 

^ [Q]iGsds{{a,b})) 

m{{Gsds{a),G,dsibm 
m{Gsds{a)),[e]{G,dsm) 

qui represente I'ensemble des applications recursives des a et 6 et non I'application recursive 
de I'ensemble {a, b} qui est obtenue si I'ensemble {a, b} n'est pas distribue dans les termes 
Gsds{{a,b}) et SDS{{a,b}). 

Nous pouvons done remarquer facilement que la raison de la non-confluence est la propagation 
de symboles d'ensemble dans les termes GgdsiiO'^b}) et SDS{{a,b}). 

Nous avons discute dans le Chapitre 3 les problemes lies a la confluence du calcul et nous avons 
propose des strategies pour obtenir cette propriotc. Une des conditions imposces afin d'obtenir la 
confluence interdit I'application d'une regie de reecriture (non-lineaire a droite) si I'argument de 
I'application contient un ensemble ayant plus d'un element. Cette restriction n'est evidemment 
pas satisfaite dans la reduction d'un terme en {[G]([9](G))} dans le cas ou G contient 

un ensemble ayant plus d'un element et done dans la reduction du terme SDS{{a,b}). 

La condition de ne pas evaluer en utilisant la regie d'evaluation Fire une application con- 
tenant un ensemble ayant plus d'un element dans son argument a ete imposee afin d'eviter 
revaluation de I'argument a un tel ensemble. Nous pouvons done reduire le terme [0](G) en 




^Distrib 

^Switchu 

^Distrib 

^Switchu 

^Distrib 
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{[G]([G](G))} si le terme G contient un ensemble mais il ne peut pas etre reduit en un ensemble 
ayant plus d'un element. 

Dans le cas de I'operateur SDS nous proposons une solution qui consiste a empecher re- 
valuation du terme Gsdsi''') en un ensemble meme si r ne satisfait pas cette condition. Nous 
definissons I'operateur Ggd '■ 

G.,(r)^/^(x^(W);r](x))) 
et respectivement SD (pour SpreadDown) : 

SD{r) ^ [e](G,,(r)). 

Si r = {a, b} alors, le terme Gsd{r) = Gsd{{o-, b}) n'est pas reduit en le terme {Gsd(o^)) ^5^(6)} 
comme il etait le cas pour le terme Gsds(^) • 

/^(x-([{a,6}](W)](x)))) 

-^Distrib / - - {{[amimx)), [bmmm)) 

Dans ce dernier terme le premier argument de I'operateur () contient la variable libre x et 
done il ne peut pas etre reduit en utilisant la regie d'evaluation First _success. 

Puisque ce dernier terme n'est pas un ensemble, la propagation des symboles d'ensemble 
n'intervient plus dans le cas de I'operateur Gsd et nous pouvons reduire le terme [Q]{Gsd{'r')) en 
{[G's<i('')]([0](G'sd('')))}- Par consequent, nous obtenons la reduction : 

[SD{rm ^ m{Gsd{rmt) 

{[[Gsd{r)]m{Gsd{rmm 
^ {[[Gsd{r)]{SD{r)m} 
= {[[/-(x r](x)))](5D(r))](i)} 

{[{x^{[^iSD{r)y,r]ix))}]{t)} 

{mSDir)y,r]im,...,tn)))} 
-^P mU{[SD{r)]{hy [SDir)]{tnm} 

Exemple 4.5 Si nous utilisons une strategic qui applique les regies d'evaluation d'abord en tite 
alors, la reduction suivante est obtenue : 

[5L>({a^6,id})](/(a,5(a))) 

{{[{a ^ bM}]{f{[SD{{a ^ 6,id})](a), [SD{{a ^ 6, id})](5(a)))))} 
^Distrih {{{[a - b]{f{[SD{{a ^ 6,id})](a), [SD{{a 6, id})](5(a)))), 
[id]{f{[SD{{a ^ bMWo), [SD{{a ^ 6, i4)](5(a))))})} 
^Fire {({0, [im{[SD{{a ^ 6,zd})](a), [SD{{a ^ 6,id})](5(a))))})} 
^Fiat {{{f{[SD{{a ^ 6,id})](a), [SD{{a ^ 6, id})](<7(a)))})} 

{({/({([{« - bM}]{a))}, [SD{{a - 6, ^ci})](5(a)))})} 

{({/({{^«}, [SD{{a - 6,zd})](5(a)))})} 
^P {{{lii^.a}, {[{a - hM}]{9{[SD{{a - 6, ^4)](a))))})} 

{({/({6,a},5({fe,a}))})} 
^P {f{h, g{b)), f{a, g{b)), f{b, g{a)), f{a, 5(a))} 

Nous pouvons remarquer que I'application [SD{r)](t) ne garantit pas que les applications du 
terme r aux sous-termes les plus profonds de t sont les premieres a etre reduites. Par exemple. 
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puisque nous essayons d'appliquer les regies d'evaluation d'abord en tete, dans la reduction de 
I'Exemple 4.5 nous obtenons, en appliquant la regie d'evaluation Fire, 

[a ^ b]ifi[SDi{a ^ b,id})]ia), [5D({a ^ b,id})Ma)))) -^pire 

et non 

[a ^ b]U{[SD{{a ^ bMWo), [SD{{a ^ 6, zd})](5(a)))) 

[a-6](/({6,a},{3({6,a})})) 

comme dans une reduction innermost. 

L'inconvenient de la non-confluence dans le cas de I'operateur SDS a ete elimine en utilisant 
I'operateur () dans la definition de I'operateur SD, mais nous n'avons pas encore obtenu le 
comportement souhaite pour ce type d'iterateur. Dans revaluation du terme [SD{r)]{t), si une 
des applications du terme r a un sous-terme de t est evaluee en alors, cet echec est propage et 
I'ensemble vide est obtenu comme resultat de la reduction. 

Si nous voulons garder inchanges les sous-termes de t tels que I'application de r mene a un 
echec nous pouvons utiliser le terme id soit de la meme fagon que dans I'Exemple 4.5, soit en 
definissant I'operateur : 

Gta(r) ^ / ^ (x ^ [first{^{f)Myjirst{r,id)]{x)) 

De la meme maniere que dans les cas precedents nous obtenons I'operateur BottomUp : 

BottomUpir) = [e]{Gbu{r)) 

correspondant a la description presentee en debut de cette section. 

Lemme 4.2 L'operateur BottomUp decrivant I'application d'un terme d tous les sous-termes 

d'un autre terme d'une maniere bottom-up est exprimable dans le p]?*-calcul. 

Preuve : II est facile de remarquer que pour I'application de I'operateur BottomUp a une con- 
stante c nous obtenons : 

[BottomUp{r)]{c) {[first{r,id)]{c)} 

et done le resultat de I'application est soit si [r](c) mene a un echec, soit le resultat de la 
reduction de I'application [r](c) dans le cas contraire. 

Pour un terme t = f{ti, . . . ,tn) nous obtenons la reduction suivante : 

[BottomUpirm ^ [[e](G;,„(r))](0 
{[[GMmiGbuirMit)} 

^ {[[GUr)]{BottomUp{r)m} 

= {[[/ ^{^^ [first{^{f),idyjirst{r,id)]{xmBottomUp{r)m} 

—^P {[{^ [first{^{BottomUp{r)),id); first{r,id)]{x)}]{t)} 

-^P {[first{'^{BottomUp{r)),id);first{r,id)]{f{ti,...,tn))} 
{[firstir, id)]{[first{^{BottomUpir)),id)]{f{ti, tn)))} 
{[first{r, id)\m{BottmnUp{r))]{f{tu . . . . .,*„))))} 

^p {[first{r, id)]i{f{[BottomUp{r)]iti), [BottomUp{r)]itn)), {f{ti, . . .,*„)}))} 
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Grace a I'utilisation de I'operateur id dans la definition de G}yu{r) et done de Botto'mUp{r), 
I'application de BottomUp{r) a un terme ne mene jamais a un echec. Ainsi, nous obtenons 
pour le terme ci-dessus la meme reduction que pour le terme 

{[first{r,id)]{f{[BottomUp{r)]{ti), [BottomUp{r)]{tn)))} 

representant I'application de r, ou de I'identite si I'application de r mene a un echec, a tous 
les sous-termes et ensuite au sommet du terme /(ti, . . . , tn). □ 

Exemple 4.6 L'application [BottomUp{a — > b)]{a) est reduite en {[first{a — >■ b,id)](a)} et 
done, en le terme {b}. 

En considerant I'application de la regie de reecriture a ^ b au terme g{a) nous obtenons : 

[BottomUp{a b)]{g{a)) 
-^p {[first{a ^ b,id)]{{g{[BottomUp{a ^ b)]{a)), {g{a)}))} 

-^P {([« - b]{{g{[BottomUp{a ^ b)]{a)), {g{a)})), {{g{[BottomUp{a ^ b)]{a)), {g{a)})})} 
{{[a - b]i{gi{b}),{gia)})),{{gi[BottomUp{a - 6)](a)), {5(a)})})} 
{{{[a - b]{gm,{{gi[BottomUp{a ^ b)]{a)), {g{a)})})} 
{{$,{{g{\BottmnUp{a ^ 6)](a)), {5(a)})})} 
{({(ff(W),{5(a)})})} 

{gm 

De la mime fagon nous obtenons : 

[BottomUp{a b)]{f{a, g{a))) 

{fib, gib))} 

Le resultat de cette derniere reduction n' est pas le meme que celui obtenu dans I'Exemple 4.5 
pour le meme terme de depart, mais I'ensemble obtenu dans cet exemple est inclus dans celui 
obtenu dans I'Exemple 4-5. 

Une reduction du type top-down pent etre definie de la meme fagon qu'une reduction bottom- 
up. Nous introduisons un operateur Gtd{f) : 

Gtdir) ^f^{x^ {[first{r,idyjirst{^{f),id)]ix))) 

et nous obtenons immediatement 

TopDown{r) = [e]{Gtd{r)). 

Lemme 4.3 L'operateur TopDown decrivant I'application d'un terme d tous les sous-termes 
d'un autre terme d'une maniere top-down est exprimable dans le p^^-calcul. 

4.5.2 Applications singulieres 

En utilisant les operateurs BottomUp et TopDown nous pouvons dccrire I'application d'une 
regie de reecriture r a tous les sous-termes d'un autre terme t mais non la normalisation des 
sous-termes et en particulier du terme t par rapport a la regie r. Nous voulons done appliquer 
une regie de reecriture r jusqu'a ce qu'elle ne soit plus applicable et ceci pent etre realise en 
reiterant I'application des termes BottomUp{r) ou TopDown{r). Mais une telle approche ne 
permettrait pas la description des strategies de normalisation innermost ou outermost et nous 
voulons done definir des operateurs plus fins decrivant I'application d'une regie de reecriture a 
un seul sous-terme et reiterer I'application de tels operateurs. 



120 Chapitre 4. Recursivite dans le p-calcul - le p^^-calcul 



En utilisant I'operateur $ nous pouvons definir des p-termes similaires a ceux introduits dans 
la section precedents mais qui appliquent un terme donne a une seule position d'un terme d'une 
mani^re bottom-up ou top-down. 

Dans le cas bottom-up nous introduisons un terme qui essaie I'application d'un terme r a tons 
les arguments d'un terme donne et en cas d'echec applique le terme r en tete : 

Hbu{r) = f^ix^ [firstmf),r)]ix)) 

En utilisant ce terme nous definissons I'operateur Oncebu : 

OnceUr) = [e]{HUr)). 



Comme dans le cas de I'operateur SD, le terme [Oncebu{r)](t) = [[Q]{Hiju{r))](t) peut mener 
a des reductions infinies si aucune strategic n'est employee. La meme strategic que dans le cas 
precedent est suffisante pour assurer la terminaison et elle consiste a appliquer les regies d'eval- 
uation d'abord en tete d'un terme de la forme [u]{v) et seulement si aucune regie d'evaluation 
n'est applicable a cette position, reduire les sous-termes v et u. 

Lemme 4.4 L'operateur Onccbu decrivant I'application d'un terme unefois d'une maniere bottom- 
up est exprimable dans le p]?*-calcul. 

Preuve : Nous pouvons remarquer que I'application d'un terme Oncebu{r) a une constante mene 
a une reduction : 

[OnceUrm {([r](c))}. 

et done le resultat de I'application est soit si [r](c) mene a un echec, soit le resultat de la 
reduction de rapplication [r](c) dans le cas contraire. 

La reduction suivante montre le comportement de I'application d'un terme t = f{ti, . . . , tn) 
Onccbuir) a un terme t = /(ti, . . . , t„) : 

[Oncebuirm ^ [[e](i/fe„(r))](t) 

= {[[/ -> ^ [firstmf),r)]ixmOncebu{rmt)} 
^P {[{^ ^ [firstmOncebu{r)),r)]ixmt)} 
-Up {[first{^{Oncebu{r)),r)]{f{ti,. . . , tn))} 

{mOncebu{r))]{f{ti, t^)), [r](/(ti, . . . , 

{{{f{[Oncebu{r)]it,), . . . ,tn), f{ti, [Oncebu{r)]{tn))) , [r](/(ii, . . . 

Si tons les termes f{ti, . . . , [Oncebuir)]{tk), • • • , tn), = 1, . . . , n, sont reduits en I'ensemble 
vide (I'application de Oncebuir) a tout sous-terme ti est reduite en 0) et . . . ,in)) 

est aussi reduit en I'ensemble vide, alors le dernier terme de la reduction ci-dessus est reduit 
en 0. Cette situation correspond a un terme t = /(ti, . . . tel que r n'est pas applique 
avec succes (resultat different de 0) a aucun de ses sous-termes. 

Si tous les termes /(ti, . . . , [Oncebu{f)]{tk) ■ ■ ■ ,tn), k = 1, . . . ,n, sont reduits en I'ensemble 
vide mais le terme [r](/(ti, . . . ,tn)) n'est pas reduit en I'ensemble vide alors, le r6sultat de 
la reduction est le meme que pour le terme {[r](/(ti, . . . ,tn))}- 

Si un des termes ti est reduit en alors le resultat final est evidemment 0. Si aucun 
des termes ti n'est reduit en et s'il existe un terme [Oncebu{r)]{tk) qui n'est pas re- 
duit en I'ensemble vide alors, nous obtenons le meme resultat que pour la reduction de 
{f{ti,...,[Oncebuir)]{tk),...,tn)} tel que pour tout i < k, [Oncebuir)]{ti) et 

[Oncebu{r)]{tk) n'est pas reduit en 0. 
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Par consequent, si p est la position la plus profonde et la plus a gauche d'un terme clos 
du premier ordre telle que I'application du terme r au terme u n'est pas reduite en 
alors, le terme [Oncebu{r)]{t) est reduit en le meme terme que i|"[r](u)] • S'il n'existe pas de 
telle position p alors, le resultat est 0. □ 

Exemple 4.7 L'application [Oncebu{a — > b)]{a) est reduite en {{[{a — ^ b)]{a))} et done, en le 
terme {b}. 

L 'application de la regie de reecriture a b une fois d la position la plus profonde et la plus 
a gauche du terme f{a,g{a)) est representee par le terme [Onccbuia — > b)]{f{a, g{a))) avec la 
reduction : 

[Oncebuia b)]{f{a, g{a))) 
-^P {{{f {[Oncebuia b)]{a), g{a)), f{a, [Oncebu{a b)]{g{a)))), [a b](f{a,g{a))))} 
^P {{{fi{b},gia)), fia, [Oncebuia - 6)](5(a)))), [a ^ 6](/(a,5(a))))} 

{{{fib,gia))},[a-.b]ifia,giam} 

{f{b,g{am 

Si nous voulons definir un operateur decrivant I'application d'un terme a une seule position 
d'un autre terme d'une maniere top-down alors nous pouvons utiliser le terme : 

Htdir) ^f^{x^ [/irsi(r, $(/))] (x)) 

et nous obtenons immediatement I'operateur Oncetd '■ 

Oncetdir) ^ [Q]{Hu{r)). 

Dans ce cas, I'application du terme r est essayee d'abord au sommet du terme t et dans le 
cas d'un echec le terme r est applique plus profondement dans le terme t. 

Lemme 4.5 L'operateur Oncetd decrivant I'application d'un terme une fois d'une maniere top- 
down est exprimable dans le p^^-calcul. 



4.6 Repetition et operateur de normalisation 

Dans les sections precedentes nous avons defini les operateurs qui decrivent I'application (avec 
succes) d'un terme a la position la plus profonde ou la plus haute d'un autre terme. Dans cette 
section nous voulons definir un operateur qui applique a plusieurs reprises un terme donne r a 
un p-terme t. 

D'abord, nous voulons definir un operateur decrivant I'application repetitive d'un p-terme 
r au sommet d'un terme t, c'est-a-dire un terme correspondant au p-terme [r; r; . . . ; r](t). En 
remplagant le terme r par un des termes d'application en profondeur decrits dans la section 
precedente (e.g. Onccbu ou Oncetd) nous obtenons un p-terme decrivant une procedure de nor- 
malisation (e.g. innermost ou outermost). 

Nous appelons repeat l'operateur de repetition et son comportement pent etre decrit par la 
regie d'evaluation suivante : 

Repeat [repeat{r)]{t) =^ [repeat{r)]{[r\{t)) 

Nous pouvons utiliser l'operateur de point fixe G pour introduire le terme 



I{r)^f^{x^[T-f]{x)) 
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permettant la definition de I'operateur repeat : 

repeat{r) = [0](/(r)). 

Cette approche a deux inconvenients evidents. Premierement, la terminaison de la reduction 
n'est pas garantie meme dans le cas oil la strategic d'evaluation utilisee pour les operateurs 
precedents est utilisee. Lorsque la strategic d'evaluation employee applique les regies d'evaluation 
d'abord en tcte d'une application [v]{v) et puis au sous-terme gauche u, nous n'obtenons pas 
le resultat desire. En utilisant cette strategic rightmost outermost pour la reduction precedente, 
nous obtenons : 

[repeat{r)]{t) {[repeat(r)]([r](t))} {[repeai(r)]([r]([r](. . . [r]{t) . . .)))} . • 

et done, la reduction est infinie. Une methode permettant de resoudre ce probleme consiste a 
evaluer d'abord I'argument v de I'application dans le cas ou les regies d'evaluation ne peuvent 
pas etre appliqiioes en tote de Papplication [v]{v). 

Deuxicmement, quand la reduction termine, le resultat est toujours I'ensemble vide. Si a un 
certain point dans la reduction, I'application du terme r au terme t est reduite en I'ensemble 
vide, alors, est strictement propage et le terme [repeat{r)]{t) est reduit ainsi en I'ensemble vide. 

Afin de resoudre ces problemes, nous pouvons definir un operateur appele repeal avec un 
comportement defini par les regies d'evaluation presentees dans la Figure 4.4. 



Repeat*' 


[repeat* {r)]{t) 


[repeat* {r)]{[r]{t)) 






si [r]{t) n'est pas evalue en 


Repeat*" 


[repeat* {r)]{t) 








si [r]{t) est evalue en 




Fig. 4.4: 


L' operateur repeats 



Nous devons done definir un operateur similaire a repeat qui permet la memorisation du 
resultat precedent et effectue un retour arriere a la reduction de ce terme si un echec est obtenu 
pour le terme courant. Nous modifions le terme I{r) qui devient 

J{r) = f ^ {x ^ [first{r;f, id)]{x)) 

et nous I'utilisons comme d'habitude pour la definition de I'operateur repeat*(r) 

repeat*{r) = [Q]{J{r)) 

II ne faut pas oublier que la reduction d'une application [u]{v) s'effectue en appliquant les 
regies d'evaluation en tete, ensuite a son argument v et seulement apres au terme u. 

Lemme 4.6 L 'operateur repea1>f decrivant I'application repetee d'un terme tant que le resultat 
de I'application n'est pas est exprimahle dans le p^^-calcul. 

Preuve : Nous obtenons la reduction suivante pour I'application d'un terme repeat*{r) a un 
terme t : 
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p 

A 



[repeat* {r)]{t) = [[e](J(r))](i) 
{[[J(r)]([e](J(r)))](t)} 

{[[/ ^{^^ [first{r;f, id)] (x))] (repeat* (r))](t)} 
{[{s — > [first{r;repeat*{r), id)]{x)}]{t)} 

{[f irst{r; repeat* (r), id)]{t)} 
{{[r; repeat* {r)]{t),[id]{t))} 
{{[repeat* {r)]{[r]{t)),[id\{t))} 



Si le terme [r]{t) est reduit en I'ensemble vide alors, le terme [repeat*{r)]{[r]{t)) est reduit 
immediatement en et done, pour la reduction precedente nous obtenons : 

{{[repeat*{rmrm),[idm)} 
{{[repeat* {r)]{iD),[id]{t))} 

w,mt))} 

mm))} 
{{{t})} 



et si t —^p t' , avec t' un terme clos ne contenant pas de radical alors, le resultat final est 
{t'}. 

Nous considerons maintenant que le terme [r\{t) est reduit en un terme {t'} different de 
et irreductible. Dans ce cas nous obtenons la reduction : 

{{[repeat*{r)]{[r]{t)),[id]{t))} 
{{[repeat*{r)\{{t'})Sd]{t))] 

^p {{{[repeat*(r)]{t')}Sd\{t))} 
^p {{{{[repeat*{T)]{\T]{t'% [id]{t'))}, 

et le resultat final est soit un terme {t"} tel que [repeat*{r)\{[r]{t'))^^p{t"}, soit {t'} si 

Exemple 4.8 L 'application repetitive des deux regies de reecriture a—>-betb—>-caun terme a 
est representee par le p-terme [repeat*{{a b,b —>■ c})](a) et la reduction suivante est obtenue : 

[repeat*{{a ^ b,b ^ c})] (a) 

{{[repeat*i{a ^ b,b ^ c})]([{a ^ 6, 6 ^ c}](a)), [id]ia))} 
{{[repeat*i{a ^ b,b ^ c})]({6}), [id](a))} 

{{{{[repeat*{{a ^b,b^ c})]([{a ^ 6, 6 ^ c}](6)), [id\{b))}, [id]{a))} 

{{{{[repeat*{{a ^b,b^ c})]({c}), [id]{b))}, [id]{a))} 

{{{{{{[repeat*{{a ^b,b^ c})]([{a ^b,b^ c}](c)), [id](c))}, ^(6))}, ^(a))} 
{{{{{{[repeat*{{a^b,b^c})m,{c})},[id]{b))},[id]{a))} 
{{{m{c})},[^d]{b))},[td]{a))} 
{{{{{c},[zd]{b))},[id]{a))} 
{{{{c}},[id]ia))} 
{c} 



Si le terme r est un ensemble de regies de reecriture non-confluentes alors nous obtenons un 
ensemble ayant plusieurs elements comme resultat de la reduction du terme [repeat* {r)]{t). 
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Exemple 4.9 Si nous considerons I'ensemble de regies de reecriture S = {a ^ b, a ^ c,b ^ d} 
alors, nous obtenons facilement les reductions [S](a) —^p {b,c}, [S](h) — — >p {(i},[5](c) — 0, 
[>S](d) — — 0. Par consequent, la reduction suivante est obtenue : 

[repeat* {S)]{a) = [repeat*{{a b,a c,b —i- d})](a) 
^p {{[repeat*{S)m{a)),[id]ia))} 
-^p {{[repeat*{Smb,c}),[id]ia))} 
^p {{{[repeat*{S)]ib), [repeat* {S)]{c)}, H(a))} 

^p {({{([repeat*(5)]([5](6))J^d](&))},{([repeat*(5)]([5](c)),N](c))}},[id](a))} 
^p {({{([repeat*(5)]({d}),M](6))},{([repeat*(5)](0),[zd](c))}},[.d](a))} 
-^p {({{({([re|.eat*(5)]([5](d)),H(d))},[id](6))},{(0,H(c))}},[^d](a))} 

{({{({([repeat*(5)](0),H(d))},H(6))},{(M(c))}},M(a))} 
-^P {({{({(0, Mid))}, [id]{b))}, {e}}, H(a))} 

{({{(W,M](&))},{c}},[ici](a))} 
^p {{{d,c},[id]ia))} 
-^p {d, c} 

En utilisant les operateurs de repetition et d'application en profondeur presentes precedem- 
ment nous pouvons definir des strategies specifiques de normalisation. Par exemple, la strategie 
innermost est representee par le terme 

im{r) = repeat* {Onceiyu{r)) 

et la strategie outermost par le terme 

om{r) = repeat* (Oncetdir))- 

Corollaire 4.1 Les operateurs im et om decrivant la normalisation de type innermost et outer- 
most respectivement sont exprimables dans le p^^-calcul. 

Nous avons maintenant tous les ingredients necessaires pour representer par un p-terme la 
normalisation d'un terme t dans une theorie de r66criture TZ. Le terme decrit au debut de ce 
chapitre peut ctre dcfini par un des /9-termes im{TZ) ou om{TZ) et done, nous pouvons representer 
la normalisation d'un terme u dans une theorie de reecriture TZ par les p-termes 

in{u) ^ [im{n)\{u) 



ou 



in{y) = [om{TZ)]{u). 



Exemple 4.10 Si nous notons I'ensemble de regies de reecriture {a —>■ b, f{x, g{x)) — > x} parTZ, 
nous representons par [im{TZ)]{f (a, g{a))) la normalisation du terme f{a,g{a)) dans une theorie 
de reecriture contenant les deux regies et la reduction suivante est obtenue : 



[im{n)]{f{a,g{a))) 
= [repeat* {Oncebu{'R'))]if (a, g{a))) 

-^P {{[repeat*iOncebui'R-))]{[Oncebui'R-)]if{a,g{a)))), [id]{f{a,g{a))))} 
-^p {{[repeat*{Oncebu{n))]{{f{b,g{a))}), [id\{f{a, g{a))))} 
-^p {{{[repeat*{Oncebu{n))]{f{b,g{a)))}, [id]{f{a, g{a))))} 
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{ ({ { ( [repeat * {Oncehu )] ( [Once^^ (7^)] (/(fe, 5(a)) )) , 

[zd]{f{b,9{am}},Mifia,giam} 
{{{{[TepeaU{OnceUnm{f{b,g{b))}), 
H(/(6,ff(a))))},[id](/(a,<7(a))))} 
{({({({[repea^*(Once5„(7^))]([Once5„(7^)](/(6,^7(6))))}, 
H(/(6,5(6))))},M(/(6,5(a))))},N](/(a,5(a))))} 
^P {({({({[re^.ea^*(Onceb„(7^))]({6})}, 

[id](/(6,5(6))))},H(/(6,5(a))))},[zd](/(a,5(a))))} 
^P {({({({([repea^*(Once6„(7^))]([Once6„(7^)](6)), 

M(/(6,5(a))))}, MU{a,g{a))))} 
^P {({({({([repeai*(Once6„(7e))](0), H(6)), 

[id](/(6,5(6))))},M(/(6,3(a))))},[zd](/(a,5(a))))} 

^p{({({({(0,NW), 

[i«!](/(6,^^(6))))},[zd](/(6,5(a))))},M](/(a,<7(a))))} 

^p{({({({{m}},M(/(^5(fe))))},N](/(6,5(«))))},N(/(a,5(o))))} 
^p{({({{H},N](/(&,5(a))))},[^d](/(a,5(a))))} 

^p{({W},N(/(a,5(a))))} 
^p{(m,M(/(a,5(a))))} 
^P W 

Etant donne un terme u, si la theorie de reecriture TZ n'est pas confluente alors le resultat 
de la reduction du terme [im{7l)\{u) est un ensemble representant les resultats possibles de la 
reduction du terme u dans la theorie de reecriture TZ. 

Exemple 4.11 Nous considerons I'ensemble TZ = {a ^ b,a ^ c,f{x,x) x} de regies de 
reecriture non-confluentes. Le terme [im{TV)]{f {a, a)) representant la normalisation innermost du 
terme f{a, a) par rapport a I'ensemble de regies de reecriture TZ est reduit en {b, f{c, b), f{b, c), c}. 
Le terme [om{TZ)]{f{a,a)) representant la normalisation outermost est reduit en {b,c}. 

Conclusion 

Nous avons defini dans ce chapitre plusieurs operateurs decrivant principalement I'application 
d'un terme a une position donnee d'un autre terme. Nous pouvons decrire facilement I'application 
d'un terme aux sous-termes d'un autre terme en utilisant uniquement les operateurs du p-calcul 
de base mais si nous voulons appliquer un terme seulement si ceci ne mene pas a un echec alors 
nous devons utiliser les operateurs du p"^**-calcul. 

Ces operateurs nous permettent de tester I'echec d'une reduction et en utilisant cette facilite 
nous pouvons appliquer uniquement les termes ne menant pas a un echec. Afin de descendre dans 
la profondeur du terme t nous utilisons un p-terme correspondant au combinateur de point fixe 
de Turing du A-calcul. Get operateur nous permet aussi de decrire I'application repetitive d'un 
p-terme donne. 

En combinant ces operateurs nous pouvons decrire d'une maniere concise la normalisation 
d'un terme par rapport a une theorie de reecriture. Nous n'imposons pas la terminaison ou 
la confluence de I'ensemble de regies de reecriture mais dans ces cas nous pouvons obtenir des 
p-reductions non-terminantes ou menant a un ensemble ayant plusieurs elements. En utilisant les 
operateurs du /9^**-calcul nous allons donner une description des regies et strategies du langage 
ELAN [Bor98, BKK98]. La meme approche pent etre utilisee pour d'autres langages bases sur 
la reecriture comme ASF+SDF [Deu96], CafeOBJ [FN97], Maude [CELM96], ML [Mil84] ou 
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Stratego [Vis99] mais cgalement pour des demonstrateurs de theoremes utilisant la reecriture 
comme par exemple Coq [BBC+97] ou HOL [GM93]. 



Chapitre 5 

L'expressivite du p-calcul 



La syntaxe du p-calcul general nous permet la representation des abstractions du A-calcul 
[Bar84] et des regies de reecriture utilisees en logique de reecriture. Dans cette section nous 
analysons la correspondance entre la reduction d'un terme du premier ordre par rapport a un 
ensemble de regies de reecriture ([DJ90, Klo90, BN98]) et la reduction du p-teime correspondant. 
Nous presentons aussi des fonctions de traduction entre les A-termes et les p-termes et nous 
montrons que des reductions similaires sont obtenues dans les deux cas. 

La representation des A-termes et des reductions sous-jacentes est realisee en considerant une 
restriction de la syntaxe et des regies d'evaluation du p-calcul. Les reductions des termes par 
rapport a un systeme de reecriture sont representees par des p-termes construits, soit en utilisant 
les termes de preuve des reductions dans la reecriture, soit en utilisant seulement les regies de 
reecriture et les operateurs du p]?*-cslcul. 

En partant de la representation des regies de reecriture conditionnelles, nous utilisons le 
/3-calcul pour donner une semantique operationnelle aux regies et strategies du langage ELAN 
dont une description est donnee dans [Bor98] et une semantique du point de vue fonctionnelle 
est present6e dans [BKK98]. La representation d'un programme ELAN par un p-terme nous 
permet de mieux comprendre le comportement des constructions du langage et particulierement 
le traitement du non-determinisme. 

5.1 Expression du A-calcul en p-calcul 

Nous analysons d'abord I'encodage du A-calcul pur [HS86] ou les A-termes sont construits 
en utilisant seulement les variables, I'operateur d'abstraction et I'operateur d'application (cf. 
Section L3.1) et ensuite nous adaptons cet encodage au cas du A-calcul applique. 

5.1.1 Expression du A-calcul pur 

Nous considerons une restriction de I'ensemble q{J^,X) de p-termes note gx{J^,X) et definie 
inductivement par : 

PA-termes t : := x \ {t} \ [t]{t) \ x — > t 

ou X £ X. 

Par rapport a la syntaxe du p-calcul general, les regies de reecriture du p^-calcul sont re- 
streintes a des regies avec une variable en tant que membre gauche. En plus, les ensembles sont 
toujours des singletons. 
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Definition 5.1 Etant donne un ensemble de variables X , nous appelons p\-calcul I'instance du 
p-calcul defini par : 

- I'ensemble de termes q\{J-,X), 

- I'application (d'ordre superieur) de substitution aux termes, 

- la theorie (filtrage syntaxique), 

- I'ensemble de regies d 'evaluation £x : Fire, Congruence, Congruence_fail, Distrib, Batch, 
SwitchL, SwitchR, OpOnSet, Flat, 

- la strategie d'evaluation MOMS qui n'impose aucune restriction sur I'application des regies 
d 'evaluation. 

En raison des restrictions de syntaxe que nous venons d'imposer, les regies d'evaluation du 
PA-calcul peuvent etre specialisees en celles decrites dans la Figure 5.1. 



Firex 


[x^r]{t) 


=^ {{x/t)r} 


Distribx 


[{u}]iv) 


=^ Miv)} 


Batchx 


MiM) 


=^ {[v]{u)} 


Switchx 


X {f } 


=^ {x v} 


Flatx 


{{v}} 


=^ {v} 



Fig. 5.1: Les regies d'evaluation du /9;^-calcul 



La regie d'evaluation Firex initialise, dans le pA-calcul, (comme la regie f3 dans le A-calcul) 
I'application d'une substitution sur un terme. Une consequence immediate de la syntaxe restreinte 
imposee pour les termes de gx{^, X) est que le filtrage eflectuc dans la regie d'evaluation Firex 
reussit toujours et la solution de I'equation de filtrage qui est necessairement de la forme x <C0 t 
est simplement Solution{x t) = {{x/t)}. 

Puisque le membre gauche d'une regie de reecriture est toujours une variable, la regie d'eval- 
uation Simtchi n'est pas necessaire et puisque nous n'utilisons pas des symboles de fonctions, 
les regies Congruence et C ongruence _f ail ainsi que la regie OpOnSet ne sont jamais utilisees. 

Dans le /9;^-calcul nous aurions pu ajouter une regie d'evaluation eliminant tons les sym- 
boles d'ensemble. Mais des que I'echec, represente par I'ensemble vide, et le non-determinisme, 
representc par des ensembles ayant plus d'un element, sont introduits, une telle regie d'evaluation 
ne serait plus significative. 

La confluence du A-calcul est obtenu independamment de la strategie de reduction et nous 
voudrions obtenir le meme r6sultat pour sa p-repr6sentation. Afin d'assurer la confluence du 
PA-calcul nous devons utiliser la strategie d'evaluation ConfStrat definie dans la Section 3.3.3 
pour le /90-calcul. Cette strategie permet la reduction d'un terme de la forme [I —>■ r]{t) seulement 
si : 

- le terme I est lineaire, 

- le terme I subsume faiblement le terme t et, 

- le terme t ne contient aucun ensemble ayant plus d'un element et aucun ensemble vide et, 

- le terme t ne contient pas de sous-terme de la forme [u]{v) ou u n'est pas une regie de 
reecriture et, 

- pour tout sous-terme [u w]{v) de t, u subsume v. 
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Nous voulons determiner maintenant quelles sont les conditions satisfaites implicitement par 
les termes de g\{J^,X) et quelles sont les conditions que nous devons toujours imposer pour 
garantir la confluence du p^-calcul. 

La condition interdisant les termes de la forme [u]{v) dans le terme t si u n'est pas une regie 
de reecriture est imposee dans le seul but de ne pas permettre des termes reductibles en dans 
I'argument t de I'application. Par exemple, dans le p0-calcul un sous-terme [a](6), avec a,b des 
constantes, est reduit en par la regie d'evaluation C ongruence _f ail et si nous supposons une 
propagation stricte de I'echec alors le terme t est reduit en 0. 

II est evident que dans q\{J^,X) il existe des termes de la forme {u\{y) ou u n'est pas une 
regie de reecriture, mais les symboles de tete de u et w ne sont pas fonctionnels et done, un echec 
ne pent pas etre obtenu a cause d'une application de la forme [u] (v) avec u, v ayant des symboles 
de tete fonctionnels differents. 

Proposition 5.1 Le p\-calcul est confluent. 

Preuve : Les preuves de confluence de la Section 3.3 peuvent etre facilement adaptees pour 
montrer que le p^-calcul est confluent si les regies d'evaluation sont guidees par une strategic 
permettant la reduction d'un terme de la forme [Z — r] it) seulement si : 

- le terme I est lineaire et, 

- le terme I subsume faiblement le terme t et, 

- le terme t ne contient aucun ensemble ayant plus d'un element et aucun ensemble vide 

et, 

- pour tout sous-terme [u —i- w]{v) de t, u subsume v. 

Nous montrons que toutes les conditions imposees dans la strategic precedente sont satis- 
faites par tous les termes du g\{J^,X). 

Tous les membres gauches des regies de reecriture du p^-calcul sont des variables et done, 
ils sont lineaires. Puisque une variable subsume et done subsume faiblement tout terme, la 
deuxieme et la derniere condition sont satisfaites aussi pour tout terme de qx{T,X). La 
troisieme condition est trivialement vraie grace a la construction des termes du /9;^-calcul. 
Toutes les conditions imposees dans la strategic ci-dessus sont done implicitement satisfaites 
dans le p^-calcul permettant ainsi I'application de la regie d'evaluation Fire\ a tout terme 
de la forme Cette strategic est done equivalente a la strategic NOME dans le cas 

du /9A-calcul et par consequent, nous pouvons conclure que le /9A-calcul est confluent quelle 
que soit la strategic d'evaluation utilisee. □ 

Maintenant nous pouvons noter que tout A-terme pent etre represente par un p-terme. La 
fonction (/? decrivant la correspondance entre les termes representes dans la syntaxe du A-calcul 
et les termes representes dans la syntaxe du p^-calcul est definie par les regies de transformation 
suivantes : 

^[x) ^ x, si X est une variable 
(p{Xx.t) ^ X ip{t) 
(p(t u) ^ [(p{t)]{(p{u)) 

Une fonction de traduction similaire peut etre employee pour transformer les termes represen- 
tes dans la syntaxe du /9;^-calcul en des termes representes dans la syntaxe du A-calcul : 

5{x) X, si X est une variable 

6{{t}) ^ 6{t) 

d{x ^t) ^ Xx.d{t) 

S{[t]{u)) ^ S{t) S{u) 
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Les reductions dans le A-calcul et dans le /3A-calcul sont equivalentes modulo les notations 
pour I'application et I'abstraction et la gestion des ensembles : 

Proposition 5.2 Etant donnes deux X-termes t et t' . Si t — >p t' alors ip{t) —^p^ {(p{t')}. 
Etant donnes deux px-termes u et u' . Si u — u' alors d{u) —^(3 5(u'). 

Preuve : Nous utilisons une induction structurelle sur le terme t : 

- Si t est une variable x, alors t' = x ei (p(t) = <p{t') = x. 

- Si t = Xx.u alors t' = Xx.u' avec u — u' et nous avons (f{t) = x — > f{u). Par 
induction, nous avons <p{u) —^p^ {(^(n')}, et done 

^(t) = x^ ip{u) -^p^ X W{u')] — >Switchx ^ '^(^')} = Wit')} 

- Si t = {u v) alors nous avons soit t' = {u' v) avec u — u' , soit t' = {u v') avec 

V — >g ?/, soit t = Xx.u V et t' = {x/v)u. 

Dans le premier cas, en appliquant I'induction nous obtenons 

cp{t) = [v{u)mv)) ^p, [Mu')}mv)) ^Distribx = W{t')}. 

Le deuxieme cas est similaire : 

Dans le troisieme cas (p{t) = [x — >■ ip{u)]{ip{v)) et 

fit) = [X^ (p{u)]{<f{v)) >Firex {{x/'Piv))(piu)} = ip{{x/v)u) = ip{t'). 

Puisque I'application de la substitution est similaire dans le A-calcul et le p-calcul, 
nous obtenons, en utilisant la definition de la fonction ip, ip{{x/v)u) = {x/(p{v))ip{u) 
et done, la proprieto est verifiee. 

Puisque dans le /3;v-calcul nous n'avons que des singletons et la transformation 6 seulement 
enleve les symboles d'ensemble, alors I'application d'une des regies d'evaluation Distribx, 
Batchx, Switchx et Flatx correspond a I'identite dans le A-calcul. 

- Sit = [{u}]{v) alors nous avons t — ^Distribx {M(^)}- Comme [{■"}] (w)) = 6{u) S{v) 
et = 5{u) 6{v), la propriete est verifiee. 

- Si t = [x — > u]{v) alors t — ^Firex {{^/v)u}. Nous avons 

d{t) = Xx.d{u) 6{v) -^p {x/5{v))5{u)} = 5{{x/v)u) = S{t'). 

Les autres cas sont tres similaires au premier cas ou a leurs correspondants de la premiere 
partie. □ 

Exemple 5.1 Nous considerons les trois combinateurs I = Xx.x, K = Xxy.x et S = Xxyz.xz{yz) 
et leur representation dans le p-calcul : 

- Kp = x^{y^x), 

- Sp = x^iy^{z^[[x]{z)]{[y]{z)))). 

et nous verifions qu'd I'egalite SKK = I correspond une px-reduction [[Sp]{Kp)]{Kp) —^px {-^p} 
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Pa 
^PA 



[[S,]{K,)]{K,) = [[x ^{y^{z^ M{z)mmnx - - x))](x - (y - x)) 
[{y ^ ^ [[^ ^ ^ x)](z)]([y](z)))}](x ^ (2/ - x)) 
{[y - (z - [[x -> (y - x)](z)]([y](z)))](x - (y ^ x))} 

{[y - - [{y - - (y - ^))} 

{{[y - (z - [y - z]([y](^)))](x - (y - x))}} 
{{[y-(z-{z})](x-(y-x))}} 
{{{[y^(z-z)](x^(y^x))}}} 

{{{{^ - 4}}} ^PA 

{z^z} = {/,} 

5.1.2 Expression du A-calcul avec symboles de fonctions 

Dans la section precedente nous avons considere la syntaxe du A-calcul pur mais si nous 
voulons analyser le cas du A-calcul applique alors, les constantes doivent etre considerees. Nous 
allons analyser par la suite le cas plus general ou les symboles de fonctions sont non seulement 
des constantes mais aussi des symboles de fonctions d'une arite non-nulle. Nous obtenons ainsi 
un ensemble de termes q'^{J^,X) defini par la syntaxe : 

p^-termes t : := x \ [t] \ f(t,...,t) \ [t]{t) \ x^t 

ou X G A" et / € 

Nous considerons cette fois-ci une instance du p-calcul, appele p^-calcul, ne contenant pas les 
regies d'evaluation Congruence et Congruence_fail. Ainsi, les regies d'evaluation du p^-calcul 
sont celles de la Figure 5.1 et la regie d'evaluation OpOnSet specialisee pour des singletons : 

OpOnSetx /(^^i, • • • , M, • • • , ^'n) =^ {f{vi,...,u,...,Vn)} 

Puisque nous avons precise explicitement que les regies Congruence et Congruence_fail ne 
sont pas utilisees dans le p^-calcul alors nous obtenons le meme resultat de confluence que dans 
le cas du p;^-calcul. 

Proposition 5.3 Le p'^-calcul est confluent. 

Les fonctions de translation sont completees pour prendre en compte la syntaxe du p^-calcul 
et nous ajoutons done les regies de transformation suivantes : 

ip{f{ui,...,Un)) ^ f{(p{ui),...,ip{Un)) 

et 

6{f{ui,...,Un)) ^ f{S{u-i),...,S{Un)) 

Les reductions dans le A-calcul applique et dans le p^-calcul sont equivalentes modulo la 
syntaxe des deux calculs : 

Proposition 5.4 Etant donnes deux X-termes t et t' . Si t — >j3 t' alors (f{t) — {(p{t')}. 
Etant donnes deux px-termes u et u' . Si u — u' alors 5{u) 5{u'). 

Preuve : Nous utilisons une induction structurelle sur le terme t. Les cas ou t est une variable, 
une abstraction ou une application sont traites de la meme maniere que pour le /9;^-calcul. 
Nous devons done analyser le cas d'un terme fonctionnel : 
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- Si t = f{ui, . . . , Un) alors nous avons t' = f{ui, . . . , u'^,, . . . , n„) avec Uk — >/s u'j^ et 
= fif{ui), • • • , ^p{uk), . . . , ^{un)). Par induction, ip{uk) {v'(^ifc)}, et done, 

nous obtenons la reduction Lp{t) -^p° f{ip{ui), ... , {(^(n^)}, • • • , '^(un)) — >OpOnSetx 
{fi^iui), (fiu'jj, ip{un))}. Comme ip{t') = f{(p{ui), (p{u'jj, ip{un)) alors 
la propriete est verifiee. 

Le cas de la transformation inverse est similaire. □ 

5.2 Expression de la reecriture de termes en p-calcul 

Nous considerons d'abord le cas des regies de reecriture de la forme (/ r) avec r G Tjr[X) 
avec une traduction directe dans des p-regles de reecriture. Nous ajoutons ensuite des conditions 
et nous obtenons des regies de reecriture conditionnelles de la forme (Z — > r si c). Dans les deux 
cas nous pouvons construire a partir des derivations d'un terme t dans un systeme de reecriture 
un p-terme tp avec une p-reduction similaire a celle de t dans la reecriture. Afin de construire 
le p-terme approprie, sans connaitre a priori les derivations dans la theorie de reecriture, nous 
utilisons les operateurs de normalisation du p^**-calcul. 

5.2.1 Expression de la reecriture non-conditionnelle 

Dans cette section nous decrivons la correspondance entre les derivations d'un terme t dans 
une theorie de reecriture T-ji = JF, C, TV) [Mes92] et les reductions d'un p-terme tp construit 
a partir du terme u et de I'ensemble de regies de reecriture TZ. Nous considerons que la reecriture 
est effectuee modulo une theorie vide {£ = 0) mais les resultats peuvent etre 6tendus sans 
difiiculte a une theorie equationnelle. 

Les membres gauches des regies de reecriture / r du p0-calcul sont des termes du premier 
ordre (/ G 7jr(^)) et done, les regies de TZ sont trivialement traduites dans le p0-calcul. 

Nous voulons montrer que pour toute derivation dans une theorie de reecriture, une reduction 
correspondante pent etre trouvee dans le p0-calcul. Si nous considerons qu'un sous-terme w d'un 
terme t est reduit en w' en appliquant la regie de reecriture {I — > r) et done, 

*Mp — 

alors, nous pouvons construire immediatement le p-terme avec la reduction : 

La methode ci-dessus de construction du p-terme avec une p-reduction similaire a celle du 
terme t par rapport a la regie / — > r est tres facile mais permet seulement de trouver la cor- 
respondance pour un pas de reecriture. Cette representation est difficilement etendue pour un 
nombre quelconque de pas de reduction par rapport a un ensemble de regies de reecriture et une 
methode systematique pour la construction du p-terme correspondant est souhaitable. 

Proposition 5.5 Etant donnes une theorie de reecriture T-ji et deux termes clos du premier 
ordre t,t' G tels que t — t' . Alors, il existe des p-termes ui, . . . ,Un construits en utilisant 
les regies de reecriture de TZ et les termes intermediaires utilises dans la derivation t — >tz t' tels 
que nous ayons [un]{. ■ ■ [ui]{t) . . .) — {t'}. 
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Preuve : Notis utilisons une induction sur la longueur de la derivation t —-^-r. t' ■ 
Le cas de base : t -^ji t (derivation en ctapes) 
Nous avons immediatement {t}- 
Induction : t —^-ji t' (derivation en n etapes) 

Nous considerons que la regie de reecriture Z — > r est appliquee a la position p du terme 
t'^yj-\ obtenu apres n — 1 etapes de reductions : 

oil 6 est la greffe telle que 91 = w. 

Par induction il existe des p-termes -ui, . . . , Un-i tels que [u„_i](. . . ['Ui](t) . . .) — -^pg {t' \w'\ }• 
Nous considerons le p-terme u„ = t' ^i^^^i^^ et nous obtenons la reduction : 

[Un]{. . .[ui]{t) . . .) -^pg [i' \l^r-\J\{{i' \w\]) 'Batch {[i'f'^'-lpK^'Mp)} -^Congruence 

{{t' \[l^r\{wy\^}} 'Fire {{t' \{e'r}\}} -^OpOnSet {{{t' \e'r\}}} -^Flat {t' \e'r\} 

on la substitution 9' est telle que {9'} = Solution{l •C0 w). 

Puisque 9 = 9' et que dans ce cas la substitution et la greffe sont identiques (r ne contient 
pas de regie de reecriture), nous obtenons t'^gij.-] = i'|"6tr] • '-' 

Jusqu'a maintenant nous avons utilise la regie d'evaluation Congruence pour obtenir la 
/9-reduction 

correspondant a une derivation 

J. j-l J.2 j.n— 1 j.n J./ 

'' ~ T'^llpi ''l^'-l.Pl ^21^2 *l2^r2,P2 ■ ■ ■ r«'n-llp„_i 'ln^r„,Pn \Wn\j,^ " 

Dans la Section 2.6 nous avons montre que a toute p-reduction d'un terme u impliquant 
I'utilisation de la regie d'evaluation Congruence nous pouvons faire correspondre la reduction 
d'un terme u' , construit a partir du terme u, telle que la regie d'evaluation Fire est utilisee a la 
place de la regie d'evaluation Congruence. En appliquant cette methode, la derivation ci-dessus 
s'exprime par : 

mais dans ce cas les reductions sont efFectuees en utilisant la regie d'evaluation Fire au lieu de 
la regie Congruence. 

Nous pouvons remarquer que les termes ui de la Proposition 5.5 sont similaires aux termes 
de preuve utilises en logique de reecriture (Section 1.2.3). En efFet, les p-termes sont une general- 
isation des termes de preuve de la logique de reecriture. Considerons la fonction suivante de 
transformation de termes de preuve en des p-termes : 

(^(/(tti, . . . ,7rn)) ^ /(V3(7ri ),..., y?(7rn)) 

<p(^(7ri,...,7r„)) ^ l{ip{'Ki),...,(p{'Kn));l{xi,...,Xn) ^r{xu...,Xn) 

si [£(xi, . . . , x„)]Z(xi, . . . , Xn) -> r{xi, ...,Xn)eTl 
(p(7ri;7r2) ^ (^(tti); (p(7r2) 
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ou le p-operateur " ;" decrit dans la Section 4.2 reprcsente I'application successive de deux 
/9-termes. Une simple verification permet de s'assurer que pour un sequent tt : t ^ t' obtenu 
dans une theorie de reecriture nous obtenons une p-reduction : 

b(vr)](t) {t'} 

Ceci nous permet d'obtenir une seconde preuve de la Proposition 5.5 en passant par les termes 
de preuve de la logique de reecriture. Nous pouvons done construire de plusieurs manieres un 
/9-terme decrivant la reduction d'un terme clos du premier ordre par rapport a un ensemble de 
regies de reecriture. 

Recherche de derivation 

Ce que nous obtenons ici est un encodage en p-calcul d'une derivation de la reecriture. II est 
souvent plus interessant de trouver une telle derivation. Nous nous interessons done maintenant 
a I'elaboration d'une methode permettant la construction du p-terme ayant la meme reduction 
qu'un terme t par rapport a un ensemble de regies de reecriture mais sans connaitre les pas 
intermediaires de la derivation de t. 

Dans le Chapitre 4 nous avons introduit le p;^''*-calcul et des operateurs permettant la defi- 
nitions des strategies de normalisation de type innermost et outermost^ . Nous allons utiliser ces 
strategies pour obtenir une representation concise des reductions par rapport a un ensemble de 
regies de reecriture, qui est considere comme un parametre de la strategic. 

Proposition 5.6 Etant donnes une theorie de reecriture Tn et deux termes clos du premier ordre 
t,tl€ Tfr tels que t est normalise en tj, par rapport d I'ensemble de regies TZ. Alors, [im{'R,)](t) 
est p-reduit en un ensemble contenant le terme tl. 

Preuve : Par induction sur le nombre d'ctapes de derivation du terme t. Pour le cas de base il 
sufRt de remarquer que si t = tl alors [im{TZ)]{t) — >-p^ {t}. Les autres cas sont obtenus en 
utilisant la construction du p-terme im{TZ). □ 

On doit noter que pour une derivation de type innermost par rapport a I'ensemble de regies 
de reecriture TZ, t — >tz t' , le p-terme [im{TZ)]{t) est r6duit en un p-terme avec un sous-terme 
[^m(7^)](^'). 

Exemple 5.2 Etant donne un ensemble de regies de reecriture TZ = {{x = x) — True,b — ^ a}. 
En utilisant les regies de TZ, le terme a = b est reduit en True et en partant de cette reduction, 
nous pouvons construire des p-termes comme, par exemple, 

[{x = x)^ True]{a = [b ^ a]{b)) 

ou 

[{x = x)^ True]{[a = {b ^ a)]{a = b)) 

ou 

[{x = x)^ True]{[{a = b) ^ {b = b)]{a = b)) 

qui sont reduits en {True} dans le pfj^-calcul. En utilisant I'operateur de normalisation im nous 
pouvons definir le terme 

[im{{{x = x) — >■ True, b a})] (a = b) 

qui est reduit en {True} dans le p^^-calcul. 

^les deux opfirateurs im, et om sont dfifinis dans la Section 4.6 
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Puisque dans ce cas nous pouvons obtenir des ensembles vide dus a un echec de filtrage ou 
des ensembles ayant plus d'un Element si I'approche est etendue pour un filtrage non-unitaire, 
des strategies d'evaluation specifiques, comme celles presentees dans le Chapitre 3, doivent etre 
utilisees afin d'obtenir la confluence des reductions de tout p-terme. 

5.2.2 Expression de la reecriture conditionnelle 

Dans la section precedente nous avons montrc que toute derivation d'un terme par rap- 
port a un ensemble de regies de reecriture pent etre decrite par une reduction dans le p-calcul. 
Maintenant, nous analysons la possibilite d'etendre ce resultat dans le cas de la reecriture con- 
ditionnelle. 

Nous pouvons utiliser la meme approche que pour la representation des derivations dans 
la reecriture non-conditionnelle mais les p-termes employes afin de decrire une reduction util- 
isant des regies conditionnelles deviennent tres compliques. Alternativement, une representation 
concise de la normalisation des conditions pent etre obtenue en utilisant les operateurs de nor- 
malisation im, et om, prcsentcs dans la Section 4.6 et doja utilises dans la section precedente. 

Nous rappelons que les regies de reecriture conditionnelles definies dans la Section 1.2 sont de 
la forme (I ^ r si c) avec les termes du premier ordre l,r,c E Tjr{^X) tels que Var(r) U Var(c) C 
Var{l). Etant donne un ensemble TZ de regies de reecriture conditionnelles, I'application d'une 
regie (/ — > r si c) a un terme t consiste a trouver une substitution a telle que al = t, verifier la 
validite de ac et remplacer t par ar. 

Dans le cas d'un systeme de reecriture conditionnel normal [DO90], la verification de la 
validite de la condition est un processus de normalisation et la difficulte principale dans la 
representation d'un tel systeme reside dans le fait que la relation de reduction est recursivement 
appliquee afin d'evaluer les conditions d'une regie de reecriture conditionnelle. 

Nous considerons les termes c et « et une greffe 9 tels que 9c est normalise par rapport a 
un ensemble TZ de regies de reecriture en u. Si c est une condition booleenne et I'ensemble TZ 
est completement defini sur les boolcens ([BR95]) alors le terme u doit etre une des constantes 
True ou False. Nous supposons qu'il existe un p-terme Cp construit a partir de c et tel que 9cp 
est p-reduit en {«}. La regie de reecriture conditionnelle {I ^ r si c) est alors representee par le 
p-terme : 

I [{True r, False 0}](cp) 
ou par le p-terme suivant qui est plus simple, mais peut-etre moins suggestif : 

I — > [True r]{cp). 

L'utilisation de la regie d'evaluation Fire pour I'application des deux termes precedents a 
un terme t mcne aux termes {[{True 9r, False et respectivement {[True — > 

9r]{9cp)} ou 6 represente la greffe obtenue en filtrant les termes I et t. Dans le cas ou 9cp est 
p-reduit en {False}, dans le deuxieme terme le filtrage echoue et le resultat de I'application est, 
comme dans le premier cas, I'ensemble vide. Quand Ocp est reduit en {True} le resultat de la 
reduction est clairement 9r dans les deux cas. 

En utilisant la representation ci-dessus, nous etendons la Proposition 5.5 et nous montrons 
que toute derivation dans une theorie de reecriture conditionnelle est representable par un p- 
terme approprie : 

Proposition 5.7 Etant donnes une theorie de reecriture conditionnelle Tji et deux termes clos 
du premier ordre t,t' G Tjr tels que t — >tz t' . Alors, il existe des p-termes ui, . . . ,Un construits 
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en utilisant les regies de reecriture de TZ et les termes intermediaires utilises dans la derivation 
t — t' tels que nous ayons [un\{- ■ ■ [ui]{t) . . .) — {t'}. 

Preuve : Nous procedons comme pour la Proposition 5.5 et nous utilisons une induction sur la 
longueur de la derivation t — t'. 

Le cas de base : si t t 

Dans ce cas nous avons immediatement —^p^ {t}- 

Induction : t -^-jz t' 

Nous considerons une regie de reecriture de la forme {I ^ r si c) appliquee a la position p 
du terme obtenu apres m {m < n) etapes de reductions et ainsi : 

k 

oil est la greffe telle que 61 = w et 6c — >fi True. 

Par induction il existe des p-termes tp, Cp tels que tp —->pg, {t' \w'\ } 6cp —^p {True}. 
Nous considerons le p-terme v = i'|"/^[True^r](cp)] ^t nous obtenons la reduction suivante : 

[v]{tp) -^p [t'^i^iTrue^r]icp)-\J{{t'\w]J) 
^ Batch { [t' [True^r] (cp)] ^ ^ ) } 

^Congruence {{i \[l^[True^r]{cp)]{w)'\^}} 

>'Fire {{*'r{6»[Tr«e^r](cp)}]p}} = r{[Tr«e^6»r](6»Cp)}]j, }} 

^OpOnSet {{{t' llTrue^dr] (ffcp)] ^ } } } 

{{{f llTrue^OrldTrue})] }}} 

''Batch \{ [Truster] {True) }] }}} 

^OpOnSet {{{{f \[True^er] (True)] ^ } } } } 

^Fire {{{{*' r{er}]p}}}} 

^OpOnSet {{{{{t' \9r]J}}}} 

^Flat {t'\0r]^} 

□ 



Recherche de derivation 

Nous pouvons done construire un terme tp qui est p-reduit en {t'} si le terme t est reduit en t' 
en utilisant un ensemble TZ de regies de reecriture conditionnelles. Neanmoins, la construction du 
terme tp depend fortement non seulement du terme t mais aussi de tons les termes intermediaires 
obtenus dans la derivation t -^-ji t' et, comme pour la reecriture non-conditionnelle, nous voulons 
definir un p-terme permettant de trouver une telle derivation. 

Afin de construire le terme tp en partant seulement du terme t et des regies de reecriture de 
TZ, nous utilisons les operateurs de normalisation im et om. Par exemple, nous pouvons definir : 

Cp = [^m(7^)](c). 

Exemple 5.3 Supposons que I'ensemble de regies de reecriture decrivant I'ordre sur les entiers 
est note par 7^<. Nous considerons la regie de reecriture (f(x) g{x) si x >1) qui appliquee au 
terme f(2) mene a g{2) puisque x est instancie d 2 et la condition (2 > 1) est reduite en True 
en utilisant la regie (2 > 1) — > True. 
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Si nous considerons que la condition est normalisee par rapport d I'ensemble de regies de 
reecriture 7^< alors nous obtenons la reduction suivante dans le p-calcul : 

[fix) ^ [True ^ 5(^)]([^m(7^<)](x > l))](/(2)) 
^Fire {[True ^ 5(2)]([^m(7^<)](2 > 1))} 

{[T™e-> 5(2)] ({True})} 
^Batch {{[True ^ gi2)]{True)}} 

^Fire {{{5(2)}}} 
^Flat {9(2)} 

Les conditions des regies de r66criture peuvent etre normalisees par rapport a un ensemble de 
regies de reecriture conditionnelles, y compris la rSgle courante, et done la definition des p-regles 
de reecriture representant cette normalisation est intrinsequement recursive et ne peut pas etre 
realisee en utilisant seulement I'operateur im. 

Nous utilisons I'operateur de point fixe Q decrit dans la Section 4.5 pour representer I'appli- 
cation du meme ensemble de regies de reecriture pour la normalisation de toutes les conditions. 

Etant donnc un ensemble de regies de reecriture TZ = TZn U TZc on TZn et TZc representent le 
sous-ensemble de regies de reecriture non-conditionnelles et respectivement le sous-ensemble de 
regies de reecriture conditionnelles de la forme [l ^ r si c). Nous definissons le terme : 

R = f^{y^ [im{{k ^ [True ^ ri]{[f]{ci)) \i = l...m}U 7^n)](2/)) 

ou TZc = {k ^ ri si Ci \ i = 1 . . . m}, TZn = {^i I i = ^ ■ ■ - n} et respectivement 

IM{R) = [e]{R). 

Ainsi, pour decrire la normalisation du terme t par rapport aux regies de reecriture de TZ 
nous utilisons le p-terme [IM{R)](t). 

Nous obtenons done un resultat similaire a la Proposition 5.7 mais avec une methode de 
construction du p-terme correspondant basee seulement sur le terme initial et sur I'ensemble de 
regies de reecriture. 

Proposition 5.8 Etant donnes une theorie de reecriture conditionnelle T-ji et deux termes clos 
du premier ordre t,t[£ Tjr tels que t est normalise en i| par rapport d I'ensemble de regies TZ. 
Alors, [IM{TZ)]{t) est p-reduit en un ensemble contenant le terme tj. 

Exemple 5.4 Nous considerons un ensemble de regies de reecriture TZ contenant la regie de 

reecriture {x = x) ^ True et les regies de reecriture conditionnelles {f{x) g{x) si h{x) = h) 
et {h{x) b si x = a). Le terme f{a) est reduit en g{a) en utilisant les regie de reecriture de TZ 
et nous analysons la reduction correspondante dans le p]?^-calcul. 

En utilisant la methode presentee ci-dessus nous obtenons le terme 

R=f^{y^ [^m({/(x) ^ [True ^ g{x)]{\f]{h{x) = b)), 
h{x)-^[True^b]{[f]{x = a)), 
{x = x) ^ True 

my)) 

Nous montrons les etapes principales de la reduction du terme [I M {R)](f (a)) . Nous obtenons 
immediatement la reduction 

[IM{R)]{f{a)) ^ [[em]{f{a)) [[i2]([e](i2))](/(a)) ^ [[R]{I M {RMf {a)) 

et le resultat final est le mime que celui obtenu pour le terme 
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[im{{f{x) [True g{x)]{[IM(R)]{h(x) = b)), 
h{x) [True h]{[IM{R)]{x = a)), 
(x = x) — > True 
})](/(«))) 
et done pour 

[f{x) ^ [True ^ g{x)]{[I M {R)]{h{x) = 6))](/(a)) {[True ^ g{a)]{[I M {R)]{h{a) = h))} 

Pour le terme [IM(R)]{h{a) = b) nous procedons comme precedemment et done, nous sommes 
amenes a reduire le terme 

[im{{fix) ^ [True ^ g{x)]{[IM{R)]{h{x) = b)), 

h{x) [True h\{[IM{R)\{x = a)), 

(x = x) — > True} 
)ma) = b) 

avec la reduction intermediaire 

[h{x) [True b]{[IM{R)]{x = a))]{h{a)) {[True b]{[IM{R)]{a = a))} 

Puisque nous obtenons facilement [IM{R)]{a = a) —^p {True} alors le terme precedent est 
reduit en {\True b]{{True})} —^p {b} et nous avons 

[IM{R)]{h{a) = b) ^p [imi. . .)]m = b) ^p {True} 
Nous revenons d la reduction du terme initial et nous obtenons 

{[True^g{a)]{[IM{R)]{hia)=b))} -^p {[True ^ g{a)]{{True})} -^p {g{a)} 

Nous avons ainsi obtenu le mime resultat que dans la reecriture conditionnelle. 

En utilisant les methodes de representation des derivations de la reecriture conditionnelle par 
des /9-termes appropries nous allons presenter dans la section suivante un encodage des regies de 
reecriture utilisees dans ELAN, un langage base sur les regies de reecriture conditionnelles avec 
affectations locales. 

5.3 Reecriture d'ordre superieur 

Dans le Chapitre 1 nous avons prcsento brievement la reecriture du premier ordre et nous 
avons vu que son pouvoir d'expression ne permet pas de decrire facilement la fonctionnal- 
ite. Le A-calcul est le syst6me de reecriture d'ordre superieur permettant la representation 
de toute fonction calculable. Mais I'encodage n'est pas toujours trivial et intuitif et les en- 
tiers de Church en sont un exemple. Dans ce codage tout entier naturel n est code par un 
A-terme Xfx.f{f . . . {fx) . . .) avec n occurrences de / et le symbole + est decrit par le A-terme 
Xnp.{Xfx.mf{nfx)). Si nous utilisons la representation algebrique des expressions de I'arith- 
metique donnee dans la Section 1.1.1 I'entier n est represente par succ{. . . {succ{0)) . . .) et le 
comportement du symbole + est decrit par les regies de reecriture + a ^ a et succ{a) + b ^ 
succ{b) + a. 

II est evident que du point de vue de la simplicite et de la lisibilite la deuxieme approche est 
plus attractive et on veut done beneficier des avantages des deux methodes. C'est ce qui motive 
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les systemes de reecriture d'ordre superieur qui combinent le mecanisme d'abstraction du A-calcul 
et la representation des types abstraits avec la syntaxe des systemes de reecriture du premier 
ordre. Ce systemes sont definis soit en etendant le A-calcul avec des symboles fonctionnels, soit en 
ajoutant aux systemes de reecriture du premier ordre un abstracteur et un mecanisme similaire 
a la /3-reduction du A-calcul. 

Extensions algebriques du A-calcul 

L'extension du A-calcul avec des regies de reecriture du premier ordre a ete initiee par Breazu- 
Tannen ([BT88]) pour I'etude de la confluence et ensuite analysee en parallele par Breazu-Tannen 
et Gallier ([GBT89]) et Okada ([Oka89b]) pour la normalisation. 

Les termes d'un A-calcul etendu sont les termes du A-calcul auxquels on ajoute les termes du 
premier ordre construits a partir d'une signature. On considere la relation de reduction definie par 
le melange de la /^-reduction et de la relation de reduction induite par les regies de reecriture. Les 
signatures des deux composants sont apparemment disjoints mais en fait ils partagent I'operateur 
d'application qui est explicite en A-calcul mais implicite en reecriture. 

Par exemple, l'extension du A-calcul avec le systeme de reecriture de I'arithmetique se definit 
par [Pag97] : 

termes t ::= x \ Xx.t \ t t \ \ succ{t) \ t + t \ t xt 

regies + a ^ a succ{a) + h ^ succ{b) + a x a ^ succ(a) x 6 — ^ 6 + (a x 6) 
(Xx.t) u — >■ {x/u)t 

Dans le p-calcul la notion d'application devient explicite et les regies de reecriture deviennent 
des abstractions. En effet, les abstractions du p-calcul peuvent etre plus elaborees que les regies 
de reecriture du premier ordre des extensions algebriques. 

Dans les sections precedentes nous avons montre qu'aux reductions dans la reecriture du 
premier ordre et dans le A-calcul correspondent les reductions de certains p-termes appropries. 
Nous pouvons proceder de la meme maniere dans le cas des extensions algebriques du A-calcul et 
construire des p-termes avec des reductions correspondantes. Puisque I'application est explicite 
en p-calcul, les termes ainsi construits contiendront les regies du premier ordre utilisees dans la 
reduction. 

Systemes de reecriture avec abstracteur 

En partant des travaux realises par Aczel [Acz78], Klop a introduit les CRSs (Combinatory 
Rewrite Systems) generalisant les systemes de reecriture du premier ordre et les systemes de 
reecriture avec des variables liees comme le A-calcul. Apres le resultat sur la decidabilite de I'uni- 
fication d'ordre superieur avec motifs [Mil91], Nipkov introduit les HRSs (Higher-order Rewrite 
Systems) [Nip91] utilises principalement pour etudier les proprietes des systemes tels que AProlog 
et Isabelle. D'autres systemes ont ete proposes et sans etre exhaustifs, on pent mentionner les 
HOTRSs de Wolfram [Wol93] et les ERSs de Khasidashvili [Kha90]. Pour une comparaison de 
differents formalismes le lecteur pent se referer a la these de van Raamsdonk ([vR96]) et pour 
une comparaison des CRSs et HRSs on pent citer les travaux de van Oostrom et van Raams- 
donk [vOvR93]. 

Les systemes de reecriture d'ordre superieur ainsi que le p-calcul combinent la reecriture du 
premier ordre et le A-calcul mais dans les systemes de reecriture d'ordre superieur ceci est realise 
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en introduisant un abstracteur dans les regies de reecriture tandis que dans le p-calcul les regies 
deviennent des abstractions au niveau objet du calcul. 

L'application d'une regie de reecriture implique un mecanisme de filtrage d'ordre superieur 
qui est generalement restreint au filtrage d'ordre superieur avec motifs. 

Puisque la theorie de filtrage est un parametre du p-calcul nous pensons que les reductions 
dans un systeme de reecriture d'ordre superieur peuvent etre representees dans le pT-calcul ou 
T est la theorie de filtrage d'ordre superieur avec motifs. La construction des p-termes decrivant 
ces reductions est faite en fonction de la syntaxe de chaque formalisme. 

5.4 Une semantique d'ELAN en p-calcul 

ELAN pent etre vu comme un cadre logique dont le noyau est la logique de reecriture etendue 
avec la notion fondamentale de strategies. L'enrichissement des regies de reecriture avec des 
constructions pour tenir compte des strategies rend plus complexe la semantique operationnelle 
du langage [BKKM99]. Dans cette section nous donnons une semantique aux regies et strategies 
d'ELAN en utilisant le p-calcul. 

Semantique d'une regie ELAN conditionnelle avec afTectations locales 

Une regie de la forme I r, sans aucune condition et aucune affectation locale, est represen- 
tee directement par la meme p-regle de reecriture et une regie de reecriture conditionnelle est 
representee par un p-terme construit en utilisant la methode proposee dans la Section 5.2.2. Les 
regies ELAN avec des affectations locales mais sans conditions de la forme 

[i] l{x)^ r{x,y) 

where y := {S)u 

peuvent etre representees facilement par le p-terme 

l{x)^r{x,[Sp]{u)) 

ou le p-terme 

l{x)^[y^r{x,ymS,]{u)) 

avec Sp le p-terme correspondant a la strategic S dans le p-calcul. 

La premiere representation remplace syntaxiquement toute variable du membre droit de la 
regie definie dans une affectation locale avec le terme qui instancie la variable respective. Dans 
la deuxieme representation chaque variable definie dans une affectation locale est liee dans une 
p-regle de reecriture qui est appliquee au terme correspondant. 

Exemple 5.5 La regie ELAN 

[deriveSum] p_l + p_2 => p_l' + p_2' 

where p_l' := (derive)p_l 
where p_2' := (derive)p_2 

end 

pent etre representee par un des deux termes suivants 

P1+P2 ^ [derivep]{pi) + [derivep]{p2), 

Pi+P2^ \p'i [P2 ^P'l +P2]{[derivep]{p2))]{[derivep]{pi)) 
ou derivcp est le p-terme correspondant a la strategie derive. 
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On peut noter I'utilite des variables libres dans les regies de rcccriture. La derniere represen- 
tation d'une regie ELAN avec des affectations locales ne serait pas possible si on ne permettait 
pas que la variable p'l soit libre dans la p-regle p'2 — > p'l + P2 ■ 

Si nous considerons des regies ELAN plus generales contenant des affectations locales aussi 
bien que des conditions sur les variables locales, la combinaison des methodes utilisees pour les 
regies purement conditionnelles et pour les regies contenant que des affectations locales doit etre 
faite soigneusement. Si nous avions utilise une representation similaire a la premiere approche 
de representation d'une regie avec affectations locales nous aurions obtenu certains resultats 
incorrects comme dans I'Exemple 5.6. 

Exemple 5.6 Nous considerons la description d'un automate par un ensemble de regies de reecri- 
ture decrivant chacune la transition d'un etat a un autre. L'execution potentielle d'une double 
transition d'un etat initial a un etat final en passant par un etat intermediaire non-final, peut 
etre decrite par la regie ELAN suivante : 

[double] X => next(y) 

where y := (dk(sl => s2,sl => s3)) x 
if not final (y) 

end 

Le te.rm.e next(y) represente I'etat obtenu en effectuant une transition a partir de y et ce 
comportement peut etre facilement implante en ELAN par un ensemble de regies non-nommees. 
Nous notonsparTZf I'ensemble de regies de reecriture decrivant les etats finaux et nous supposons 
que s2 est un etat final mais s3 ne Vest pas. 

En utilisant la premiere approche de representation d'une regie avec affectations locales et la 
methode de codage pour les regies conditionnelles presentee dans la Section 5.2.2 nous obtenons 
le p-terme correspondant d la regie ELAN precedente : 

X [True next{[{sl s2,sl s3}]{x))]{[im{nf)]{not final{[{sl s2,sl s3}](x)))) 

Ce terme applique au terme si mene a la reduction suivante : 

[x [True next{[{sl s2,sl .s3}](x))]([im(%)](not final{[{sl s2,sl s3}](x))))](sl) 

— >Fire {[True next{[{sl s2,sl s3}]{sl))]{[im{nf)]{not final{[{sl s2,sl s3}](sl))))} 

-^p {[True next{{s2,s3})]{[im{TZf )]{not final {{s2, s3})))} 

—^p {[True {next{s2),next{s3)}]{[im(TZf)]{{not final{s2),not final(s3)}))} 

—^p {\True — > {next{s2),next{s3)}]{{False,True})} 

-^p {{[True {next{s2),next{s3)}]{False), [True {next{s2),next{s3)}]{True)}} 
—^p {0, [True — > {next{s2), next{s3)}](True)} 
—^p {$, {next{s2),next{s3)}} 
——*p {next{s2) , next{s3)} 

tandis qu'en ELAN nous obtenons le seul resultat next(s3) qui serait represente par le p-terme : 
{next{s3)}. 

Le probleme dans I'Exemple 5.6 est la double evaluation du terme [{si — > s2,sl — > s3}](sl) 
remplagant la variable locale y : une fois dans la condition et une fois dans le membre droit de la 
regie de reecriture. Si ce terme est evalue en un ensemble ayant plus d'un element et un de ses ele- 
ments satisfait la condition de la regie alors, cet ensemble remplace les variables correspondantes 
dans le membre droit de la regie tandis que seulement les elements satisfaisant la condition de- 
vraient etre consideres. Par consequent, nous avons besoin d'un mecanisme permettant d'evaluer 
une seule fois chaque terme instanciant une variable locale. 
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Nous utilisons une representation combinant la deuxieme approche de representation d'une 
regie avec affectations locales et la methode utilisee pour les regies de reecriture conditionnelles. 
Sans perdre la generalite, nous pouvons considerer qu'une regie ELAN conditionnelle avec des 
affectations locales a la forme suivante : 

[label] I =^ r|-^^^ 

where x := {s)t 

end 

Nous obtenons alors la representation de la regie precedente par le p-terme 
l^[x^ [{True ^ r^,^^, False ^ 0}]([^m(7^)](Cp,^^))](H(^)) 
ou meme plus simple : 

l^[x^ [True ^ rp^^ J([^m(7^)](C^,^^))](M(^)) 

oil TZ represente I'ensemble de regies de reecriture par rapport auquel les conditions sont nor- 
malisees. 

Les affectations generalisees sont traitees exactement de la meme maniere mais les motifs des 
affectations generalisees sont utilises a la place des variables locales. 

Afin de simplifier la presentation nous avons suppose que les regies de I'ensemble TZ sont 
des regies de reecriture de la forme / ^ r et done I'operateur im est suffisant pour definir 
la normalisation par rapport a un tel ensemble. Si nous considerons des regies non-nommees 
conditionnelles alors I'operateur IM doit etre employe. 

La maniere dont la transformation est appliquee a une regie de reecriture ELAN et la reduction 
correspondante sont illustrees en reprenant I'Exemple 5.6 avec la bonne representation. 

Exemple 5.7 La regie de reecriture ELAN de I'Exemple 5.6 est representee par le p-terme 

X — >■ [y ^ [True — > next{y)]{[im{TZf)]{not final {y)))]{[{sl — > s2, si s3}]{x)) 
lequel, applique au terme si mene a la reduction suivante : 

[x ^ [y ^ [True — >■ next{y)]{[im{Tlf)]{not final{y)))]{[{sl s2,sl — > s3}](x))](sl) 
— ^Fire {[y [True next{y)]{[im{TZf)]{not final{y)))]{[{sl s2,sl s3}]{sl))} 
-^P {\y [True next{y)]{[iminf)]{not final{y)))]{{s2, s3})} 
-^P {[y [True next{y)]{[im{nf)]{not f inal{y)))]{s2) , 

[y [True next{y)]{[im{nf )]{not final{y)))]{sS)} 
—^Fire {{[True — > next{s2)]{[im{TZf)]{not final{s2)))}, 

{[True next{s3)]{[im{TZf)]{not final{s3)))}} 
—^p {[True next{s2)](False) , [True — >■ next{s3)]{True)} 
-^p {0, {nextis3)}} 
—^p {next{s3)} 

qui est la representation du resultat obtenue en ELAN. 

Le meme resultat que dans I'Exemple 5.6 est obtenu si la regie d'evaluation Fire est appliquee 
avant la distribution de I'ensemble {s2,s3}. Mais les strategies confluentes presentees dans le 
Chapitre 3 interdisent une telle reduction et done, dans ce cas le resultat correct est obtenu. 
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Semantique d'une regie ELAN factorisee 

La factorisation des regies de reecriture ELAN est un moyen de definir plusieurs reductions 
possibles pour un meme terme de depart. Nous pouvons toujours transformer une regie factorisee 
en plusieurs regies avec le membre gauche initial et avec les membres droits correspondant aux 
choix de la factorisation. II est done naturel de representer les regies de reecriture ELAN factorisees 
dans le p-calcul en utilisant les ensembles. 

Nous considcrons la regie ELAN factorisee suivante : 

[label] I r|-a.-| 

choose 
try 

if Ci 

where x := {sl)ti 

try 

if C2 

where x := {s2)t2 

end 

end 

et nous obtenons la representation de la regie par le p-terme 
I ^ { [True ^[x^ r^.^ J([.l](^l))]([im(7^)](Cl)), 
[True ^ [x ^ rp.^ J([s2](^2))]([im(7^)](C2))} 

On pent evidemment avoir des regies ELAN plus compliquees comportant des conditions et 
des affectations locales ext6rieures k la factorisation mais une approche similaire est utilisee dans 
ces cas. 

En fait, le mecanisme d'evaluation ELAN est plus complexe que represente jusqu'ici. L'evalu- 
ation d'une affectation locale de la forme where v : = (S) t implique la normalisation du terme 
t par rapport a I'ensemble de regies non-nommees TZ avant I'application de la strategic S. En 
plus, le membre droit calcule par I'application d'une regie ELAN est normalise par rapport a TZ 
avant d'etre retourne. 

Par consequent, la regie ELAN de I'Exemple 5.6 devrait etre representee par le p-terme 

x ^ [imiUfMy ^ [True ^ next(y)]([im(%)](n/(j/)))]([{sl ^ s2,sl ^ s3}]([zm(%)](x)))) 

ou TZ represente I'ensemble de regies de reecriture non-nommees definies dans le programme 
ELAN contenant la regie respective. 

Strategies generales dans les affectations locales 

Jusqu'a maintenant nous n'avons considere dans les affectations locales que des strategies 
n'utilisant pas la rSgle de reecriture respective. La representation d'une r^gle ELAN avec des 
appels locaux a des strategies definies en utilisant cette regie doit etre parametree par la definition 
des strategies respectives. Par exemple, une regie avec affectations locales de la forme 

[Za6eZ] I r 

where x := {s)t 
est representee par le p-terme 



label{f)^l^[x^rmf]{sm) 
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ou la variable libre / sera instanciee par I'ensemble de strategies du programme contenant la 
regie etiquetee par label. 

Semantique des strategies et d'un programme ELAN 

Les strategies elementaires d'ELAN presentees dans la Section 1.2.5 ont, dans la plupart 
des cas, une representation directe dans le p-calcul. Les strategies identitc (id) et cchec (fail) 
et I'operateur de concatenation ( ;) sont representees dans le p-calcul par les operateurs id, 
fail et ; respectivement, definis dans la Section 4.2. La strategic dk(5i, . . . , 5^) est represen- 
tee dans le p-calcul par I'ensemble {5*1, . . . la strategic first(S'i, . . . ,Sn) par le p-terme 
first{Si, . . . . Sn) dofini dans la Section 4.3 et de fagon similaire, le p-opcrateur dc est utilise 
pour les strategies ELAN dc. La construction d'iteration repeat* est representees facilement en 
utilisant le p-operateur repea^K. 

Exemple 5.8 La strategic de I'Exemple 1.9 est representee immediatement par le p-terme 

attStratp —i- repeat* {{initiatep, . . . ,intruder p}); attackF oundp 

oil nous supposons que initiatep, intruder p, attackFoundp sont les representations des strategies 
ELAN correspondantes dans le p-calcul. 

Pour la definition des strategies definies pas I'utilisateur dans un programme ELAN nous 
utilisons une approche basee sur I'operateur de point fixe et similaire a celle utilisee dans le 
cas des regies conditionnelles dans la Section 5.2.2. Si nous considerons un programme ELAN 
contenant les strategies Si,...,Sn et les regies nommees avec les etiquettes alors le p-terme 
representant le programme est : 

p = mis) 

ou 

S = f^{y^[{Si^Bodyi\i = l...n}]{y)) 

et Bodyi representent les membres droits des strategies avec chaque strategic Si remplacee par 
[f]{Si), chaque etiquette de regie remplacee par la p-representation de la regie et chaque operateur 
de strategic ELAN remplace par son correspondant dans le p-calcul. 

Pour resumer, nous presentons la transformation d'un programme ELAN en un p-terme : 

Definition 5.2 Nous considerons un programme ELAN sans importations. 

1. La signature du p-calcul est obtenue en uttUsant les symboles definis dans les parties 
operators et stratop du programme ELAN. 

2. En partant des regies non-nommees de la forme : 

li{x)^ri{x,y) 

where (sort) Ui{y) := ()ii(x) 
if Ci{x,y) 

end 

nous construisons le terme : 

Rnn = f ^ {z^ [im{ {li{x) ^ [ui{y) 

[Trae^ri(x,y)]([/](ci(x,y))) 

mx)) 

I i = 1 . . . n}) 

) 
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La normalisation innermost par rapport d I'ensemble de regies non-nommees est representee 
par le terme : 

IMnn = [@]{Rnn) 

L'encodage est etendu d'une maniere incrementale a des regies contenant plusieurs condi- 
tions et affectations locales. L 'encodage pent itre simplifie si le programme ne contient pas 
des regies conditionnelles non-nommees ; dans ce cas le terme IMnn devient : 

IMnn = im{{li{x) [ui{y) ri{x,y)]{ti{x)) \i = l...n}) 

oil les regies avec affectations locales peuvent etre simplifiees en des regies elementaires. 
3. Pour chaque regie nommee de la forme : 
[Za6eZ] Z(x)=^r(x,y) 

where {sort) u{y) := {s)t{x) 
if c(x,y) 

end 

nous construisons le terme : 

labelif) ^ / ^ (/(x) ^ [IMnnK Hy) ^ 

[True r{x,y)]{[IMnn\{c{x,y))) 
]([[/](.)]([/M„,](i(x)))) 

) 

) 

4- Les regies ELAN factorisees sont representees de la meme maniere; la partie factorisee dans 
la regie ELAN est encodee par un ensemble dans le p-terme correspondant. 

5. Pour chaque strategic de la forme : 
[] S =^ Body 
end 

nous construisons le terme : 
S BodyRhoif) 

oil BodyRho represente le membre droit Body de la strategic avec chaque symbole de 
strategic Si remplacee par [f]{Si), chaque etiquette de regie label remplacee par la p-representation 
label{f) de la regie et chaque operateur de strategic ELAN remplace par son correspondant 
dans le p-calcul. 

Le programme ELAN definissant les strategies Si, . . . ,Sn est represente par le p-terme : 
oil 

S ^ f ^{z-^[{Si^ BodyRhoiif) M = 1 • • • n}]{z)) 

et BodyRhoi{f) represente l'encodage de la strategic Si. 

L'application d'une strategic S d'un programme ELAN V a un terme t est representee par 
le /9-terme [[-P](s)](i) ou P est le |0-terme representant le programme "P et s est le nom de la 
strategic S. Si I'execution du programme V pour evaluer le terme t par rapport a la strategic 
S mene aux resultats u\,...,Un alors le p-terme [[-P](s)](i) est reduit en I'ensemble de termes 

{ttl, . . . ,«n}. 

Dans I'Exemple 5.9 nous presentons un module ELAN et les ^-interpretations de toutes les 
regies et strategies de reecriture et done, du programme ELAN. 
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Exemple 5.9 Le module automate Merit un automate avec les etats sl,s2,s3,s4,s5 et avec 
des transitions non-deterministes decrites par un ensemble de regies nommees contenant les re- 
gies etiquetees avec rl2,rl3,r25,r32,r34,r41. L'operateur next definit I'etat suivant d'une 
maniere deterministe et son comportement est decrit par un ensemble de regies non-nommees. 
Les etats peuvent etre "finaux" (^finalj ou "fermes" ('closed/ Les transitions doubles avec un 
etat intermediaire non-final et non-ferme sont decrites par les regies double_f et respectivement 
double_c. 



module automate 
import global bool;end 
sort state ;end 
operators global 

si : state; s2 : state; s3 : state; s4 : state; s5 : state; 

next(@) : (state) state; 

final(@) : (state) bool; 

closed(@) : (state) bool; 

end 

stratop global 

follow : <state -> state> bs; 
gen_double : <state -> state> bs; 
cond_double : <state -> state> bs; 

end 



rules for bool 
global 



final(s_l) => false 

final (s_2) => true 

final (s_3) => false 

final(s_4) => false 

final (s_5) => true 

closed(s_l) => false 

closed(s_2) => false 

closed(s_3) => true 

closed(s_4) => true 

closed(s_5) => true 



end 
end 
end 
end 
end 

end 
end 
end 
end 
end 



end 



rules for state 
x,y : state; 
global 

[] next (si) => s3 end 

□ next(s2) => s5 end 
[] next(s3) => s2 end 

□ next(s4) => si end 
[] next(s5) => s5 end 



[rl2] si => s2 



end 
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[rl3] 


si 


=> 


s3 


end 


[r25] 


s2 


=> 


s5 


end 


[r32] 


s3 


=> 


s2 


end 


[r34] 


s3 


=> 


s4 


end 


[r41] 


s4 


=> 


si 


end 



[double_f] X => next(y) 

where y := (follow) x 

if not final (y) end 

[double_c] X => next(y) 

where y := (follow) x 

if not closed(y) end 

end 



strategies for state 
implicit 

□follow => dk(rl2,rl3,r25,r32,r34,r41) end 

[]gen_double => f ollow;f ollow end 
[] cond_double => dk(double_f ,double_c) end 
end end 

Nous notons par B V ensemble de regies non-nommees definies dans les modules importes 
bool et decrivant les operations siir les booleens. 

L 'ensemble de regies non-nommees du module automate est represents par le p-terme 

R = {next{sl) ^ s3, . . . ,next{s5) ^ s5, 

final{sl) false, . . . , final{s5) true, 
closed{sl) — > false, . . . ,closed{sb) — > true} 

et nous notons RC = RU B. 

Les regies etiquetees avec double_f et double_c sont representees par les p-regles 

douhle_f{f) = [im{RC)]{ [y [True next{y)]{[im{RC)]{not final{y)))] 



{mfollowmm{RC)]{x)))) 



et respectivement 



double_c(f) = re — > [im{RC)]{ [y —>■ [True next{y)]([im{RC)](not closed(y)))] 

{[[f]{followmim{RC)]{x)))) 

Les strategies du module automate sont representees par les p-termes 

follow = follow {si s2, si s3, s2 s5, s3 s2, s3 s4, s4 — > si} 

gen _double{f) = gen_double —>■ [f]{f ollow); [f](f ollow) 
cond_double{f) = cond_double ^ {double _f{f), double _c{f)} 

et nous obtenons le terme representant le programme ELAN automate ; 

automate = [0](5') 

oil 

S = f ^ {y ^ [{follow, gen_double{f), cond_double{f)}]{y)) 
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L'execution du programme automate pour evaluer le terme si avec la strategie cond_double 
correspond a la reduction du terme 

^automate] {cond_ double)] (si) 

En ELAN, nous obtenons pour une telle execution les resultats 2 et b et la reduction du p-terme 
correspondant mene a I'ensemble {2,5}. 

Dans I'Exemple 5.9 nous avons presentc un module ELAN relativement simple mais, en suivant 
la meme methodologie, des regies et strategies plus compliquees peuvent etre traitees. 

Conclusion 

Dans ce chappitre nous avons definit une traduction des A-termes en des p-termes et nous 
avons montre que les reductions des termes correspondants dans les deux calculs sont equiva- 
lentes. Nous avons aussi presentc deux methodes de construction d'un p-terme avec une reduction 
similaire a la reduction d'un terme par rapport a un systeme de reecriture. La premiere approche 
est basee sur les termes de preuves de la logique de r66criture tandis que la deuxieme utilise les 
operateurs du p''^**-calcul afin d'obtenir un codage plus concis. 

Nous avons utilise cet encodage comme point de depart pour representer les regies et strategies 
du langage ELAN en p-calcul. Nous avons representer les constructions d'ELAN par des p-termes 
et nous avons ainsi obtenu une semantique complete du langage. 



Chapitre 6 

Le p-calcul type 



Nous avons presente jusqu'a maintenant le p-calcul dans un cadre non-type et nous avons 
analyse ses proprietes et notamment la propriete de confluence. Une deuxieme propriete que Ton 
souhaite avoir pour le calcul est la terminaison, caracteristique qui nous permettrait de conclure 
immediatement de I'unicite des formes normales. 

En partant de la non-terminaison du A-calcul et de la relation forte entre ce calcul et le 
/9-calcul, nous pouvons trouver immediatement des reductions non-terminantes dans le p-calcul. 
Afin d'obtenir un calcul sans reduction infinie, nous procedons comme d'habitude et nous im- 
posons des restrictions sur la formation des p-termes en introduisant une information de type 
pour chaque terme. 

La definition d'un systeme de types dans le cas du p-calcul general s'avere une tache plus 
difficile que dans le cas du A-calcul en raison de I'utilisation des ensembles pour representer le 
non-determinisme et specialement de la possibilite d'avoir des ensembles dans le membre gauche 
des regies de reecriture. Nous allons done nous concentrer d'abord sur le typage du /30-calcul et 
proposer une approche similaire a celle utilisee dans le A-calcul type. Nous obtenons ainsi un 
systeme de types qui nous permet de prouver que la reduction de tout terme bien type est finie 
et preserve le type du terme initial. 

Les memes proprietes peuvent etre obtenues pour le pg^-calcul (voir Section 3.4.2) permettant 
des regies de reecriture avec un ensemble dans le membre gauche. Le systeme de types necessite 
dans ce cas I'utilisation de la notion de variable presente introduite dans la Section 3.4.1 et nous 
presentons brievement a la fin de ce chapitre une description du p0"-calcul type. 

Les notations et les definitions classiques de ce chapitre sont inspirees de celles utilisees pour 
le A-calcul type dans [Hin97] et [HS86]. 

6.1 La syntaxe du /?0-calcul type 

Considerons un ensemble fC de types atomiques Ki,K2, . . . et I'ensemble des types inductive- 
ment dcfini par : 

- tout type atomique est un type, 

- si ^4 et S sont des types alors A ^ B est un type. 

La fleche des definitions de type associe a droite. Done, un type de la forme 741^^2^ 
. . . ^ An est une abreviation pour Ai ^ [A2 ^ (. . . ^ An) ■ ■ ■)■ 

Les types atomiques sont utilises generalement pour designer un ensemble particulier comme, 
par exemple, les naturels ou les booleens. Un type compose de la forme A B est utilise pour 
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designer I'ensemble des p-termes qui peuvent etre appliques a des p-termes de type A donnant 
comme resultat des p-termes de type B. En effet, nous appelons egalement strategic un p-terme 
de type compose. 

Definition 6.1 Pour un type A, une variable typee est notee x : A et on dit que la variable x a 
le type A. Un contexte est un ensemble de variables typees. Les affectations de type x : A d'un 
contexte s'appellent egalement des definitions de type de variable. 

Definition 6.2 Etant donnes un ensemble de variables X et un ensemble de symboles J- = 
yji>Q^i, si nous notons par K tout type atomique, alors la syntaxe du p^-calcul simplement type 
est definie recursivement par la grammaire suivante : 

Types T : := K \ T ^ T 

Contextes E : := x : T \ E ■ . . . ■ E 

Termes t : := x \ f{t,...,t) \ {t, . . . ,t} \ u^^^t \ [t]{t) 

oil X e X, u £ Tjr{X) et f e J^. 

Les contextes E\ ■ . . . ■ En avec n = sont representes par 0. Un contexte E restreint a 
I'ensemble des variables d'un terme t est note E\t. Le contexte E d'une regie de reecriture 1^e\ ~^ f 
est appele le contexte local de la regie. 

S\ Ai, . . . An, A sont des types, nous notons ^Aix...xAn^A I'ensemble des symboles de fonc- 
tions prenant n arguments de type Ai et donnant comme resultat un terme de type A. Quand un 
symbole de fonction / appartient a un ensemble J^Aix...xAn^A nous disons que le symbole / a le 
profil Ai X . . . X An ^ A. Nous surchargeons les symboles de fonctions et nous considerons pour 
tout symbole f £ T que si / G y^Aix...xA„^A et / G ^Bix...xB„^B alors nous avons egalement les 
appartenances / G J^(Ai^Bi)x...x{An^Bn)^{A^B) et f e J^(Bi^Ai)x...x(Bn^An)^{B^A)-'^^ plus, 
si nous considerons qu'un symbole / a un des profils (^i ^ Si) X ... X {An Bn) ^ {A^ B) 
ou {Bi Ai) X . . . X {Bn ^ An) {B ^ A) alors / G J^Aix...xA„wA et / G J^Bix...xBn^B- 
Afin d'eliminer les ambigui'tcs eventuelles, chaque symbole de fonction pent etre annote avec 
son profil mais, lorsqu'il pent etre deduit du contexte, cette annotation est omise. La raison de 
cette surcharge deviendra claire en analysant la regie d'evaluation Congruence presentee dans 
la Figure 6.4 oii les symboles de fonctions ayant le meme nom doivent avoir differents profils afin 
d'obtenir des termes bien types ayant le meme type dans les deux membres de la regie. 

Definition 6.3 L'ensemble des variables libres d'un terme t du p^-calcul type, note FV{t), est 

defini inductivement par : 

1. si t = X alors FV{t) = {x}, 

2. sit = {ui, ...,Un} alors FV{t) = UILi FV{ui), 

3. sit = f{ui, . . .,un) alors FV{t) = IJILi FV{ui), 
4- sit= [u]{v) alors FV{t) = FV{u) U FV{v), 

5. ift = ui^j V alors FV{t) = FV{v) \ FV{u). 

Le contexte local d'une regie de reecriture n'est en effet pas significatif pour la definition 
de I'ensemble des variables libres d'un terme bien type et nous obtenons done une description 
tres similaire a la Definition 2.2 utilisee dans le cas non-type. Les variables liees sont definies 
exactement de la meme fagon que dans le cas non-type. 



6.2. Les regies de typage du p^-calcul 151 



Definition 6.4 Nous disons qu'un contexte est consistant s'il ne contient pas deux definitions 
de type differentes pour la mime variable. 

6.2 Les regies de typage du /?0-calcul 

En s'inspirant des regies de typage utilisees dans le A-calcul, nous definissons les regies de 
typage pour les p-abstractions (les regies de roocriture) et les applications et nous ajoutons 
des regies de typage pour les ensembles. Nous commentons ensuite notre clioix pour la regie 
permettant de typer les regies de reecriture et nous presentons d'autres approches possibles. 



6.2.1 Presentation des regies de typage 

Les regies de typage du /90-calcul sont presentees dans la Figure 6.1 oii tons les contextes sont 
supposes etre consistants et nous notons par STp le systeme de types ainsi obtenu. 
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Fig. 6.1: Les regies de typage du p0-calcul 



Definition 6.5 Etant donnes une formule E \- t : A deduite en utilisant les regies de typage du 
pijj-calcul et un contexte E' tel que E C E' , on dit que le terme t est typable (ou bien typej de 
type A dans le contexte E' . On dit que le terme t est typable dans le contexte E' s'il existe un 
type A tel que t a le type A dans le contexte E' . Un terme t est typable s'il existe un contexte 
dans lequel il est typable. 

Remarque 6.1 Etant donnes deux contextes E, E' tels que E' C E . Si E' \- t : A alors E \- t : A. 

En analysant la regie de typage Op on peut noter que le type d'un terme avec un symbole 
de tete fonctionnel depend du profil du symbole et des types de ses arguments. On doit preciser 
que la regie de typage Op est valable aussi pour les constantes et done, si a € J^a alors f}> h a : A. 

La regie de typage Set indique qu'un ensemble de termes est bien type si tous ses elements 
ont le meme type et la regie de typage Empty precise que I'ensemble vide peut avoir un type 
quelconque. 
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6.2.2 Discussion sur le typage d'une regie de reecriture 

L'ensemble de variables liees d'une A-abstraction Xx.t contient seiilement la variable x. II 
suffit done d'eliminer la variable typee x : A du contexte permettant de typer le terme t afin 
d'obtenir le contexte utilise pour typer I'abstraction Xx : A.t. Le membre gauche d'une p-regle 
de reecriture peut etre plus elabore qu'une simple variable et done, nous ne pouvons pas utiliser 
directement I'approche du A-calcul type. 

Quand nous determinons le type d'une regie de reecriture / ^ r en utilisant la regie de typage 
Rule, nous considerons le fait que les variables libres du membre droit de la regie de reecriture 
sont liees par les variables libres de son membre gauche. 

Les variables libres du membre droit d'une regie de reecriture sont liees dans la regie de 
reecriture par les variables libres du membre gauche de la regie ayant le meme nom. En raison 
de ce rapport fort entre les variables de meme nom des deux membres d'une regie de reecriture 
Z ^ r, le meme contexte {E\i) doit preciser les types de ces variables. De plus, puisque dans le 
/90-calcul le membre gauche d'une regie de reecriture / — > t est toujours un terme du premier 
ordre, les variables du terme / sont exactement les variables libres de I et done, les variables liees 
de la regie de reecriture. Ainsi, le contexte nous permettant de typer une regie de reecriture I — > t 
ne doit pas forcement inclure ces variables typees (i.e. E\i) mais doit indiquer precisement les 
types des variables libres de r qui ne sont pas libres dans I (i.e. F). 

On doit noter que l'ensemble des variables libres du membre gauche d'une regie de reecriture 
I ^ r n'est pas necessairement identique a l'ensemble des variables typees du contexte nous 
permettant de typer le terme I. Ce contexte peut eventuellement contenir des variables n'ap- 
partenant pas a / mais libres dans r et qui doivent done appartenir au contexte permettant de 
typer la regie de reecriture I —>■ r. Dans la regie de typage Rule, la restriction du contexte E a 
l'ensemble des variables de I evite I'elimination des variables qui ne sont pas libres dans le terme 
I et done, pas liees dans la regie Z — > r, du contexte utilise pour typer cette regie de reecriture. 

Supposons, par exemple, que dans la regie de typage Rule le contexte E\i soit remplace par 
E obtenant ainsi la regie de typage suivante : 

z?,,/./ Ehl:A E-Fhr:B 
F\-il[Ei^r):A^B 

En utilisant une telle regie de typage nous pourrions inforer h xi^^.j^.y.jq ^ y : A ^ A et si 
a € J^A nous obtenons h [xja-.^.j^.^j — > y]{a) : A. Cette derniere application se reduit, comme 
dans le p-calcul non-type, en {y} et puisque nous ne pouvons pas inferer h {y} : A, le type 
n'est pas preserve par la reduction. 

Ce probleme peut etre resolu en gardant toutes les variables typees du contexte permettant 
de typer le membre droit d'une regie de reecriture dans le contexte utilise pour typer la regie. Ce 
comportement est obtenu en utilisant une regie de typage Rule" qui n'elimine pas les variables 
typees du membre gauche du contexte de la regie de reecriture : 

// Eh I -.A Fhr:B 
^""^^ Fh{l^E\^r):A^B 

Les types des variables du membre gauche d'une regie de reecriture doivent etre utilisees pour 
typer le membre droit de la regie et done, dans le cas de la regie de typage Rule" nous devons 
imposer une condition explicite de consistance pour le contexte E-F. Si cette condition n'est pas 
satisfaite nous pouvons obtenir des variables liees dans le membre droit d'une regie de reecriture 
qui n'ont pas le meme type que les variables correspondantes (i.e. avec le meme nom) du membre 
gauche de la regie de reecriture respective. 
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Exemple 6.1 Si nous considerons x : A\- x : A et x : B \- x : B alors, en utilisant la regie de 
typage Rule" , nous pouvons inferer x : B \- x^^.^q x : A ^ B. II est clair que nous ne voulons 
pas que le terme x^^.j^ — ^ x soit de type A ^ B mais de type A ^ A quel que soit le contexte 
utilise. 

D 'autre part, la consistance du contexte E ■ F est une condition trop restrictive qui ne nous 
permettrait pas de typer tous les p-termes qui sont bien types selon les regies de typage presentees 
dans la Figure 6.1. 

Exemple 6.2 Considerons un symhole de fonction f G J^b^A- En utilisant la regie de typage 
Rule" nous obtenons x : A\- Xf^,.^] x : A —>■ A mais, bien que nous ayons x : B \- f{x) : A, le 
terme [x^^.a] x]{f{x)) ne peut pas itre type dans le contexte x : B car le contexte x : A ■ x : B 
est inconsistant. Neanmoins, le terme [y[y:A\ ~^ vKfi^)) ^si bien type dans le contexte x : B. 

En generalisant I'Exemple 6.2 nous pouvons dire que tout terme type en utilisant les regies 
de typage dans la Figure 6.1 peut etre type, modulo I'a-conversion, en utilisant une approche 
basee sur la regie de typage Rule" . 

En plus, puisque selon la regie de typage Rule" , le contexte d'une regie de reecriture contient 
les variables typces de son membre gauche, nous ne devons pas enregistrer ces variables et done, 
nous n'avons plus besoin d'utiliser un contexte local pour les regies de reecriture. 

Bien que la regie de typage Rule initiale soit legerement plus difficile a manipuler, nous avons 
done prefere cette approche qui n'impose aucune restriction sur les termes qui peuvent etre bien 
types. 

6.3 Substitutions typees 

Nous devons definir maintenant les substitutions typees et la fagon dont elles s'appliquent a 
un /9-terme type. 

Si Ai, An sont des types, une substitution typee a la forme a = {xi : Ai/ti, . . . , Xn ■ An/tn) 
avec Xi & X et ti des p-termes types, i = 1, ...,n. Le domaine de la substitution a est 
defini comme d'habitude mais en utilisant une notation empruntee aux contextes : Dom{a) = 

X\ '. A\ ■ . . . • Xn '■ An- 

Definition 6.6 Nous disons qu'une substitution typee a = {xi : Ai/ti,...,Xn : An/tn) est 
bien typee dans un contexte E, et nous le notons par E \- a, si pour toutes les variables typees 
Xi : Ai & Dom{a) nous avons E \- ti : Ai. 

L'application d'une substitution bien typee a un terme type est definie similairement au cas 
non-type (voir Definition 2.4) mais en imposant la condition que le domaine de la substitution 
et du contexte du terme doivent etre consistants. Dans ce cas, le terme resultant de l'application 
d'une substitution a un terme a le meme type que ce dernier terme : 

Lemme 6.1 Etant donnes un terme t, une substitution typee a et le contexte E tels que E \- a 
et Dom{a) ■ E\- t : B, avec Dom{a) ■ E consistant, alors E\- at : B. 

Preuve : Nous nous limitons a seulement une variable dans le domaine de la substitution, c'est- 
a-dire a = {x : A/u) . Nous avons E\- a et par consequent E\- u : A. Nous devons prouver 
que SI X : A ■ E \- t : B alors x : A ■ E \- {x : A/u)t : B. Le cas general ou nous avons plus 
d'une variable typee dans le domaine de la substitution est traite de la meme maniere. 
Nous procedons par induction sur la structure du terme t. 
Le cas de base : t = y, avec y E X. 



154 Chapitre 6. Le p-calcul type 



Si y X alors (,t : A/u)y = y et ainsi, E\- y : B. 

Si y = X, puisque x : A ■ E est consistant et x : B C E alors B = A. Nous avons 
{x : A/u)y = {x : A/u)x = u et E \- u : A ou d'une maniere equivalente E \- u : B. 
Induction : t n'est pas une variable. 

- t = f{h, ■■■,tn) avec / G ^Bix...xS„^b- 

Puisque x : A- E \- t : B alors, par la regie de typage Op nous avons x : A - E h ti : Bi, 
i = 1, . . . ,n. Par induction E \- {x : A/u)ti : B^, i = 1, . . . , n et en utilisant la regie 
de typage Op nous obtenons 
E h f{{x : A/u)h, ...,{x: A/u)tn) : B. 

- t = {ti, . . . ,tn}- 

Puisque x : A - E \- t : B alors, par la regie de typage Set nous avons x : A- E \- ti : B, 
i = 1, . . . ,n. Par induction E h {x : A/u)ti : i = 1, . . . , n et en utilisant la regie de 

typage Set nous obtenons 

E'r {{x: A/u)ti, . . . , (x : A/u)tn} : B. 

-t=[u]{v). 

Puisque x : A ■ E \- t : B alors, par la regie de typage App, x : A ■ E \- u : C ^ B 

et X : A ■ E \- V : C . Par induction, nous avons E \- {x : A/u)u : C ^ B et 
E \- {x : A/u)v : C et en utilisant la regie de typage App nous obtenons 
Eh[{x: A/u)u]({x : A/u)v) : B. 

- t = km ^ ^■ 

Puisque x : A ■ E \- t : B alors, par la regie de typage Rule, F \- I : C et E \- r : D 
avec B = C ^D. 

Nous supposons x ^ FV{1) et FV{1) H FV{u) = (sinon une a-conversion est effec- 
tuee) et dans ce cas {x : A/m)(Z[^|j ^ r) = {x : A/v)r. 

Par induction E \- {x : A/u)r : D et par la regie de typage Rule nous obtenons 
E h l[F\i\ ~^ '■ A/u)r : C D on d'une maniere equivalente 
E h {x : A/u)r : B. 

□ 

6.4 Filtrage type 

Nous modifions la Definition 2.5 en introduisant les contextes contenant les variables typees 
des termes presents dans une equation de filtrage : 

Definition 6.7 Etant donnee une theorie T sur les p-termes, une T-equation de filtrage est une 
formule de la forme E\- t E' h t' , oil t et t' sont des p-termes bien types dans les contextes 
E et respectivement E' . Une substitution a bien typee dans le contexte E' est une solution de 
I'equation E \- t E' \- t' si T \= a{t) = t' . Un T-systeme de filtrage est une conjonction de 
T -equations de filtrage. Une substitution est une solution d'un T-systeme de filtrage P si c'est 
une solution de toutes les T-equations de filtrage. Nous notons par F un T-systeme de filtrage 
sans solution. Un T-systeme de filtrage est appele trivial quand toute substitution bien typee est 
une solution du systeme. 

Nous definissons Solution(S) pour un T-systeme de filtrage S comme etant la fonction qui 
retourne I'ensemble de toutes les solutions de S quand S n'est pas trivial et {IB}, oil ID est la 
substitution identite, quand S est trivial. 
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Selon la definition precedente, si la substitution a est une solution de I'equation de filtrage 
E\-t<^lE'\-t' ette Tjr{X) alors Dom{a) C E. 

Par exemple, quand la theorie T est vide, la substitution resultant du filtrage syntaxique entre 
les termes t et t' , peut toujours ctre calculee en utilisant I'ensemble de regies SyntacticM atching 
presente dans la Section 2.5 du Chapitre 2 que nous reprenons ci-dessous : 
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Fig. 6.2: SyntacticM atching - Regies pour le filtrage syntaxique 



Le resultat de la Proposition 2.1 peut etre etendu pour une equation de filtrage avec les 

termes bien types : 

Proposition 6.1 La forme normale de tout probleme de filtrage t ^0 t' calculee par les regies 
SyntacticM atching existe et est unique. Apres avoir enleve de la forme normale toute equation 
dupliquee, si le systeme resultant est : 

1. F, alors il n'y a pas de filtre de t at' et Solution{E h t ^0 E' h t') = 0, 

2. de la forme /\^^jXi <^'^ t'^ avec / 7^ 0, alors la substitution a = {xi/t[)i^i est I'unique filtre 
de t at' . Si E \- Xi : Ai et E' \- t'i : Ai alors Solution{E h t <.l E' h t') = {{x, : 

Si pour un certain i & I nous avons E \- Xi : A^ et E' \- t'^ : Bi avec Ai 7^ Bi alors nous 
obtenons Solution{E \- t E' h t') = 0, 

3. vide, alors t et t' sent identiques et Solution{E h t E' h t') = {ID}. 

On doit noter que nous n'enlevons pas les equations triviales x x de la forme nor- 
male d'un systeme de filtrage mais nous verifions I'egalite des types de la variable x des deux 
cotes dans les contextes correspondants. Une equation de filtrage triviale mais avec les variables 
typees difi^eremment mene a un echec de filtrage comme par exemple dans I'equation de filtrage 
Solution{x : A\- X x : 5 h x) = 0. 

Puisque dans I'ensemble de regies de filtrage SyntacticM atching la consistance entre les types 
des membres des equations de filtrage n'est pas verifi6e, les equations triviales ne sont pas enlevees 
et nous pouvons ainsi obtenir une solution Solution{E h t -Cg E' h t') = {{x : A/x, . . .)}. 

Nous pouvons, naturellement, integrer les contraintes de type dans les regies de filtrage en 
utilisant I'ensemble des regies dans la Figure 6.3. 

La regie de typage V ariahleClash verifie juste que les types des deux membres d'une equation 
de filtrage avec une variable a gauche sont identiques et la Proposition 6.1 peut etre reformulee 
en : 

Proposition 6.2 La forme normale de tout probleme de filtrage E \- t <C0 E' h t' calculee par 
les regies SyntacticM atchingType existe et est unique. Apres avoir enleve de la forme normale 
toute equation dupliquee et toute equation triviale de la forme E \- x E' h x, si le systeme 
resultant est : 
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Fig. 6.3: SyntacticMatchingType - Regies pour le filtrage syntaxique type 



1. F, alors il n'y a pas de filtre de t at' et Solution{E h t •C0 E' h t') = 0, 

2. de la forme AiG/ E \- Xi E' h awec 7 7^ et E \- Xi : Aj, a/ors /a substitution 
a = {xi : Ai/t'-)i^j est I'unique filtre des termes tat' Men types dans les contextes E et 
respecttvement E' et Solution{E h t E' h t') = {{xi : Aj/t'-)jg/}. 

3. vide, alors t et t' sont identiques et Solution{E h t <C0 E' h t') = {IB}. 

Si I'ensemble de regies de filtrage SyntacticMatchingType est utilise alors la forme normale 
d'un probleme de filtrage ne peut pas contenir d'equation de la forme E \- x E' \- x avec 
la variable x typee differemment dans les contextes E et E' et ainsi, nous pouvons enlever les 
equations de cette forme afin d'obtenir la substitution resultat. 

L'avantage de maintenir separees les contraintes de type et les regies de filtrage comme dans 
la methode utilisant les regies SyntacticM atching nous permet d'utiliser le meme ensemble de 
regies de filtrage dans les approches typees et non-typees. 

Quand les contextes E, E' des termes t, t' sont clairs, nous les omettons et nous abregeons 
la fonction Solution{E h t E' h t') par Solution{t <C0 t'). 

6.5 Les regies d'evaluation du /)0-calcul type 

Les regies d'evaluation du /90-calcul non-type presentees dans le Chapitre 3 sont enrichies 

avec I'information de type et nous obtenons I'ensemble de regies d'evaluation dans la Figure 6.4. 
Les regies qui sont modifiees sont celles qui decrivent revaluation des regies de reecriture : Fire 
et SwitchR. 

Les regies d'evaluation du p-calcul type general sont obtenues de la meme maniere a partir 

des regies d'evaluation du p-calcuI non-type mais la regie Switchi dccrivant le comportement 
des regies de reecriture avec un ensemble dans le membre gauche necessite une analyse plus 
approfondie et nous allons proposer dans la Section 6.8 une approche possible et un systeme de 
types approprie. 

Comme nous I'avons deja mentionne, I'interpretation des symboles de fonctions est surchargee 
et un symbole de fonction peut avoir plusieurs profils. Si dans le membre gauche de la regie 
d'evaluation Congruence le premier / a le profil {Ai ^ Bi) x . . . x [An ^ Bn) ^ {A ^ B) 
et le deuxieme / le profil Ai x . . . x A^ A alors le symbole / du membre droit de la regie 
d'evaluation a le profil Bi x . . . x B^ ^ B. Les arguments d'un terme construit en utilisant le 
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Fig. 6.4: Les regies d'evaluation du /90-calcul type 



premier / sont des regies de reecriture (ou d'autres termes de type compose) qui sont appliquees 
aux arguments d'un terme construit en utilisant le deuxieme / et la surcharge du symbole / est 
evidemment necessaire afin de typer correctement ces applications. 

Les reductions utilisant les regies d'evaluation Congruence peuvent etre simulees par des 
reductions utilisant la regie d'evaluation Fire et nous avons montre dans le Chapitre 2 (page 48) 
que le terme [f{ui, . . . , v,n}]{t) est evalue, en utilisant les regies Congruence et C ongruence _f ail , 
au meme terme que le terme [/(xi, . . . ,Xn) — ^ filv-ilixi), . . . , [un]{xn))]{t) en utilisant la regie 
Fire. Par consequent, les regies Congruence representent une forme d'expansion rj du p-calcul 
qui serait definie par : 

Eta f{ti,...,tn) =^ f{xi,...,Xn) f{[tl]{xi),...,[tn]{Xn)) 

qui, appliquee dans le cas particulier d'une constante a, mene a 

a => X — > [a](a;). 

Pour des raisons de simplicite nous avons omis le contexte local de la regie de reecriture 
du membre droit de la regie Eta mais il est clair que si le symbole / du membre gauche de 
la regie Eta a le profil {Ai ^ Bi) x ... x {An ^ -B„) ^ {A B) alors ce contexte est 

Xi : A\ • . . . ■ Xn '■ An. 

II y a principalement deux proprietes que nous voulons prouver pour le p0-calcul type. 
D'abord, nous montrons que les reductions du p0-calcul preservent le type, propri6te habituelle- 
ment appelee preservation du type {subject reduction). Deuxiemement, nous prouvons que dans 
le /90-calcul type il n'y a pas de reduction infinie. 

Par rapport aux preuves de terminaison pour des calculs similaires, comme le A-calcul, nous 
devons prouver que la manipulation du non-determinisme represents par des ensembles de termes 
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est faite correctement. Dans le /3-calcul nous avons des singletons correspondant a un resultat 
deterministe, comme dans le A-calcul, mais nous traitons aussi explicitement les echecs possibles 
representes par et les resultats non-deterministes representes par des ensembles ayant plus d'un 
element. 

Comme nous I'avons vu, sans typer le p-calcul ne termine pas : 
Exemple 6.3 Le terme ujpUp = [x — > — >■ [a;] (a;)) est evalue comme decrit ci-dessous 

[x — >■ [z](a;)](x — > [x](x)) 

>Fire {{x/ix ^ [x] (x) )) [x] (x) } = {[x ^ [x](x)](x ^ [x]{x))} 

>Fire {{[X [x](x)](x ^ [x](x))}} 

'Flat {[X [x](x)](x [x]ix))} 

Dans le p0-calcul type le p-terme correspondant [x[x:A] [x]ix)]{x[x:A'] [x]ix)) n'est pas 
bien type, indcpendemment du type de la variable x des membres gauches des regies de reecriture. 
Ceci decoule de la regie de typage App qui necessite d'une part un type B ^ C pour le premier 
X de I'application et d'autre part un type B pour le deuxieme x afin d'obtenir le type du terme 
[x](x). Mais le meme contexte (consistant) est utilise pour typer les deux variables et done nous 
ne pouvons pas avoir deux definitions de type differentes pour la meme variable. 

6.6 La preservation du type 

Nous montrons maintenant que le systeme de types que nous avons propose dans la Section 6.2 
est coherent par rapport aux regies d'cvaluation du p0-calcul dans le sens oii le type d'un terme 
est le meme que le type de tout terme obtenu en le reduisant. 

Theoreme 6.1 Pour tons p-termes a et o! , si a — >p a' et E h a : A, alors E \- a! : A. 

Preuve : Nous examinons les regies d'evaluation du p0-calcul type une par une et nous prouvons 
que le membre gauche et le membre droit de chaque regie ont le meme type dans un contexte 
donne. Pour chaque regie d'evaluation de la forme Ihs =^ rhs nous montrons done que si 
E\-lhs : A alors E h rhs : A. 

- la regie Fire 

Fire [l\E>\^r]{t) =^ {ar} 

si le contexte est E 

avec a G Solution{E' h I E \- t) 

Considerons A tel que E h [Iif\i] '■ A. En utilisant la regie de typage App nous 

inferons E h t : B et E h (/[_p|j —fr):B^A. Par la regie de typage Rule nous 
avons F\i \- I : B et F\i • E \- r : A avec F\i ■ E consistant. 

Si a est la solution de I'equation de filtrage {F\i h I E h t) alors, conformement a 
la definition du filtrage type, E \- a et Dom{a) = F\i. Puisque F\i ■ E est consistant 
alors Dom{a)-E est consistant et en utilisant le Lemme 6.1 nous obtenons E \- ar : A. 
Par la regie de typage Set nous avons 
E h {err} : A. 

Si le filtrage {F\i h I <C0 E \- t) echoue alors le membre droit satisfait la propriete 
par la regie de typage Empty. 
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- la regie Congruence 

Congruence [f{ui,...,Un)]{f{vi,...,Vn)) =^ {f{[ui]{vi),...,[un]{vn))} 

Considerons A tel que E h [f{ui, . . . , Un)]{f{vi, . . . , : A. En utilisant la regie de 
typage App nous inferons E h f{ui, . . . , Un) : B ^ A et E \- f{vi, . . . , Vn) '■ B. Nous 
supposons les profils suivants pour le symbole de fonction / -.Ai x . . . x An ^ A, 
BiX ...X Bn^ B et (^1 ^ 5i) X . . . X {A^ ^ B^) ^ {A^ B). Par la regie de 
typage Op appliquee deux fois nous avons : E \- Ui : Bi ^ Ai, E \- Vi : Bi. Nous ap- 
pliquons n fois la regie de typage App et nous obtenons E h [ui]{vi) : A^, i = 1, . . . ,n 
et par la regie de typage Op nous avons E h f[[ui]{vi), . . . , [un]{vn)) '■ A. Finalement, 
nous appliquons la regie de typage Set et nous obtenons : 
E\-{f{[ui]{vi),...,[un]{vn))}:A. 

- la regie C ongruence _f ail 

Congruence_fail [f{ui,...,Un)]{g{vi,...,Vm)) =^ 
L'application de la regie de typage Empty prouve immediatement la propriete. 

- la regie Distrib 

Distrib [{ui, . . . ,Un}]{v) =^ {[ui] (?;),..., [m„]('(;)} 

Considerons A tel que E h [{ui, . . . : A. En utilisant la regie de typage App 

nous inferons E h {ui, . . . ,Un} ■ B ^ A et E \- t : B . Par la regie de typage Set nous 
avons E \- Ui : B A, i = 1, . . . ,n et en appliquant la regie de typage App avec 
E \- t : B nous obtenons E h : A, i = 1, . . . ,n. Finalement, la regie de typage 

Set mene a : 

Eh{[u,]{t),...,[un]{t)}:A. 

- la regie Batch 

Batch [v]{{ui, . . . ,Un}) =^ {[v]{ui), . . . ,[v]{un)} 

Considerons A tel que E h [u]({ti, . . . ,tn}) '■ A. En utilisant la regie de typage App 
nous inforons E \- u : B A, E \- {ti, . . . ,tn} ■ B . Par la regie de typage Set nous 
avons E h ti : B , i = 1, . . . , n et en appliquant la regie de typage App n fois nous 
obtenons E h : A, i = 1, . . . ,n. Finalement, la regie de typage Set mene a : 

Eh{[ui]{t),...,[un]it)}:A. 

- la regie SwitchR 

SwitchR U[F\^] ^ {Vi,. . . ,Vn} =^ ^ Vn, ■ ■ ■ , U[f^ ^ Vn} 

Considerons A tel que E h U[f\u] ~^ {^i' • • • '^n} : A. En utilisant la regie de typage 
Rule nous inferons A = B^CetF\-u: B, F\u ■ E h {vi, . . . , Vn} '■ C. Par la regie 
de typage Set nous avons F\u ■ E \- Vi : C , i = 1, . . . ,n et par la regie de typage Rule 
appliquee n fois nous obtenons E h U[F^ Vi : B C , i = 1, . . . , n. Finalement, la 
regie de typage Set mene a : 
E ^ {u[F\u] ^Vi,..., ^ Vn} : A. 
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- la regie OpOnSet 

OpOnSet f{vi,...,{ui,...,Um},...,Vn) =^ 

{f{vi, . . . ,ni, . . .,Vn),.. -Jivi, ...,Um,.. ■ ,Vn)} 

Considcrons A tel que / G J^Aix...xA„^A et E \- f{vi, {ui, . . . ,Um}, ■ ■ ■ ,Vn) : A. 
En utilisant la regie de typage Op nous inferons E \- Vi : Ai, i = 1, . . . ,n, i ^ k, 
et E \- {ui,...,Uni} '■ Ak. Par la regie de typage Set nous avons E h Uj : A^, 
j = 1, . . . ,m et par la regie de typage Op appliquee pour j = 1, . . . ,m nous obtenons 
E h f{vi, . . . ,Uj, . . . , Vn) '■ A. Finalement, la regie de typage Set mene a : 

E I- {f{vi,...,Ui, . . .,Vn),.. -Jivi, ...,Um,-- ■ ,Vn)} : A. 



- la regie Flat 

Flat {ui,...,{vi,...,Vn},---,Um} =^ {ui, . . . , Vi, . . . , V^, ■ ■ ■ , Um} 

Considerons A tel que E h {ui, . . . , {vi, . . . , Vn}, • • • , Um} '■ A. En utilisant la regie de 
typage Set nous inferons E \- Uj : A, j = 1, . . . ,m et E \- {vi, . . . ,Vn} '■ A. Par la 
regie de typage Set nous avons E \- Uj : A, j = 1, . . . , m et E \- {vi, . . . , Vn} : A. La 
meme regie Set mene k E \- Vi : A, i = 1, . . . ,n et finalement, par la regie de typage 
Set nous avons : 

E\- {ui,...,Vi,...,Vn,...,Um} ■ A. 

□ 

Comme nous I'avons precise dans la Section 6.5, les reductions utilisant les regies d'evaluation 
Congruence peuvent etre simulees par des reductions utilisant la regie d'evaluation Fire et nous 
pouvons obtenir une equivalence similaire au niveau des types. Considerons un symbole / tel que 
/ G J^(Ai^Bi)x...x(Ar,^Bn)^(A^B) et done / G J^Aix...xA„^A et f e J^Bix...xBn^B- 

Alors nous pouvons typer le terme f{ti, . . . ,tn) dans le contexte E : 

E \- ti : Ai ^ Bi ... E \- tn : An >^ Bn ^ 
Eh f{ti,...,tn):A^ B 

Si nous considcrons le terme equivalent /(xi, . . . , —i- /([ti](.Ti), . . . , [t„](.x„)) avec le 
contexte E' = xi : Ai Xn ■ An, tel que E' , E sont disjoints alors nous obtenons 

E'-E\- t, -.A.^B; E'-Eh Xj : M , E'Vx^-A^ ... E' h Xn : An r>„ 

E' ■ E h [t^]{xi) : Bi E'hf{xi,...,Xn):A 

E'-EhMx^):B, 
E'-Eh f{[ti]ixi),...,[tn]{xn)):B ^P 

et par la regie de typage Rule 

E'h f{xi,...,Xn):A E' -Eh f{[ti]{xi),...,[tn]ixn)):B 

E h f{xi,.. .,Xn)lE'] f{[tl]{xi), [tn]{Xn)) : A ^ B 

En utilisant les deductions precedentes nous pouvons conclure que si ti : Ai ^ Bi, i = 
1, . . . , n alors 

E h f{xi, . . • ,a;n)[a;i:Ai.....x„:A„] ^ ■ ■ ■ , [tn]{xn)) : A ^ B 

Nous avons ainsi induit le meme type pour un terme /(ti, . . . ,tn) et pour le terme etendu 

correspondant /(a^i, • • • , a^n)[j;j:^j.....a;„:A„] /([iiK^^i), • • • , [tn](x„)) dans le meme contexte E. 

On doit noter que dans le deuxieme terme nous devons definir explicitement dans le contexte 

local de la regie de reecriture les types des variables liees de la regie. 

Ceci prouve que notre choix pour le systeme de types est approprie puisque il est consistant 

avec I'expansion implicite du p-calcul. 
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6.7 La normalisation forte du p0-calcul 

Nous nous concentrons maintenant sur la preuve de la normalisation forte du p0-calcul type. 
Cette proprictc garantit I'existence d'une forme normale pour tout p-terme bien type et done, 
assure que les reductions dans le /O0-calcul sont finies. Quand le p0-calcul est confluent (cf. Sec- 
tion 3.3) nous pourrons conclure en I'unicite du resultat pour la reduction de tout p-terme bien 
type. 

Definition 6.8 Un p-terme t type ou non-type est fortement normalisant (strongly normalizing 

ou SN ) par rapport a une relation de reduction si toute reduction commengant par t est finie. Un 
p-terme est faiblement normalisant si an mains une reduction issue de t est finie. 

II n'est pas surprenant qu'en raison du rapport fort entre le p-calcul et le A-calcul, notre 
preuve de la normalisation forte du p0-calcul soit inspiree de la preuve de la normalisation forte 
du A-calcul. 

II y a plusieurs approches pour prouver la normalisation forte du A-calcul. Une metliode 
s'appelle internalization et a ete employee la premiere fois par Gandy [GanSO]. Une autre est 
celle appelee habituellement la methode des candidats de reductibilite et basee sur les notions 
introduites par Tait [Tai67]. Cette derniere approche a ete generalisee dans [Gir72] et [J097]. 

Nous utilisons par la suite les notations, les definitions et I'approche de [HS86] qui est une 
variation de la metliode de Tait. Par rapport a cette metliode, dans notre approche nous devons 
manipuler correctement les termes du premier ordre et les termes ensemble. 

Lorsque le contexte E dans lequel nous typons les termes est clair, nous I'omettons et dans 
ce cas-ci nous abregeons E \- t : A par t : A. 

Definition 6.9 Nous definissons la calculabilite forte (strong computability ou SC) d'un terme 
t par induction sur le nombre de fleches de type dans le type de t : 

a. un terme de type atomique est SC s'il est SN, 

b. un terme t tel que E \- t : A ^ B est SC si, pour tout terme SC u tel que E \- u : A, le 
terme [t]{u) avec E h [t]{u) : B est SC. 

La definition est etendue pour les substitutions typees et nous disons qu'une substitution de 
la forme {xi : Ai/ui, . . . : A„/n„) est SC si tous les termes Ui sont SC. 

Remarque 6.2 En partant en particulier des definitions donnees ci-dessus nous pouvons remar- 
quer que : 

1. Tout type A est de la forme Ai ^ . . . ^ A^ ^ K, avec K un type atomique. 

2. Etant donne un type A = Ai . . . An K ; (t : A) est SC ssi pour tous termes 
types SC, ti : Ai, . . . ,tn ■ An, le terme [. . . [[t]{ti)]{t2) ■ ■ •](in) • K est SC (par la Defini- 
tion 6.9(b)). [. . . [[t]{ti)\{t2) ■ ■ ■]{tn) : K est SC ssi il est SN (par la Definition 6.9(a)). 

3. Si (t : A) est SC (SN), alors tout terme qui differe de t seulement au niveau des noms des 
variables liees est SC (SN). 

4. Si t : A ^ B est SC et u : A est SC, alors [t]{u) : B est SC (par la Definition 6.9(b)). 

5. Sit : A est SN, alors tout sous-terme de t : A est SN, puisque toute reduction infinie d'un 
sous-terme de t mene a une reduction infinie de t. 

En utilisant ces remarques nous prouvons d'abord quelques lemmes preliminaires et ensuite 
nous concluons par la proposition enongant la normalisation forte du p0-calcul type. 

La preuve de normalisation est faite en deux etapes. D'abord nous montrons que tout terme 
typable qui est SC est SN. Ensuite nous prouvons que tous les termes typables sont SC et nous 
concluons que tous les termes typables sont SN. 
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Lemme 6.2 (tout terme SC est SN) 

Pour tout type A nous avons les proprietes suivantes : 

a. Etant donnes un atome t et les termes ui,...,Un. Si ui, . . . ,Un sont SN alors le terme 
[...[[t]{ui)]{u2)...]{un):A est SC. 

b. Tout terme SC de type A est SN. 

Preuve : Nous procedons par induction sur le nombre de fleches de type dans le type A : 
Le cas de base : A est un type atomique. 

a. Puisque t est un atome et done une variable, toute reduction de [. . . [[t]('Ui)](u2) . . .](itn) 
est une reduction d'un Ui. Puisque ui, . . . ,Un sont SN, alors [. . . [[i](?ii)]('W2) • • ■]{un) 
est SN. Ainsi, par la Definition 6.9 (a), le terme [. . . [[i]('Wi)]('U2) . . -jiun) est SC. 

b. Par la Definition 6.9 (a). 
Induction : A = B C 

a. Nous considerons un terme SC v de type B. Par I'hypothese d'induction (b), {v : B) 
est SN. Par I'hypothese d'induction (a), le terme [[. . . [[t](^ii)](M2) . . .]{un)]{v) : C est 
SC. Ainsi, par la Definition 6.9 (b), [. . . [[i](iti)](it2) • • -jiun) ■ A est SC. 

b. Nous considerons un terme SC u de type A et une variable x de type B qui n'apparait 
pas (libre ou liee) dans {u : A). Par I'hypothese d'induction (a) et en considerant 
n = 0, X est SC. Selon la Remarque 6.2(4), [u]{x) : C est SC et par I'hypothese 
d'induction (b), [u]{x) : C est SN. Conformement a la Remarque 6.2(5), {u : a) est 
SN. 

□ 

Nous prouvons maintenant que tons les termes typables sont SC. Pour ceci nous avons besoin 
des lemmes montrant la stabilite des proprietes SN et SC pour les termes du premier ordre et 
pour les termes ensemble. Puisque dans le A-calcul nous n'avons pas de tels termes, ce genre de 
propriete n'est pas nccessaire pour la preuve de normalisation du A-calcul. 

Lemme 6.3 Etant donne un ensemble de termes SN ti, i = 1, . . . ,n, le terme t = {ti, . . . , tn} 
est SN. 

Preuve : Pour simplifier nous considerons que z = 1 et done t = {ti}. Nous notons par {it}*^ le 
terme {. . . {u} . . .} avec k symboles d'ensemble imbriques. 

Nous utilisons une induction sur le nombre maximum d'etapes de reduction du terme ti. 
Le cas de base : Le termes ti est completement normalise. Si ti = {ui}^ alors t = {ui} est en 
forme normale. Si ti = {ui}^ alors la seule reduction possible de t est {t} = {{ui}} — ^Fiat 
{ui} et puisque {ui} est en forme normale alors {t} est SN. 
Induction : ti se normalise en maximum n > etapes en ti. 

Nous considerons que le terme ti est de la forme {'Ui}'^ avec ui SN. Nous avons deux 
reductions possibles : 

avec ui — >p u'l et {u'l}^ SN et normalisant en (n — 1) etapes ou /c > 1 et 

{h} = {{Ul}'} -^Flat {{Ul}'-'}. 

Si k > 2 alors {^i}'^"^ est SN et normalisant en (n — 1) etapes. Si A; = 1 alors la seule 
reduction possible est 



{ti} = {{Ui}} ^Flat {ui} — {u'l} 
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avec ui — >p u'l et u'^ SN et normalisant en {n — 1) etapes. 

Par induction, {{^i'l}'^} et {{^^i}'"'^^} sont SN et par consequent, {{^il}^} est SN. □ 

Lemme 6.4 Etant donnes un contexte E et un ensemble de termes Ui tels que E \- Ui : A, 
i = 1, . . . ,n. Siles termes Ui sont SC alors le terme {ui, . . . , ?x„} est SC. 

Preuve : Tous les termes utilises dans la preuve sont types dans le contexte E qui est omis 
quand les types des termes sont donnes. 

Si le type A est atomique alors, par la Definition 6.9, Ui : A sont SN et ainsi {ui, . . . , u„} : A 
est SN par le Lemme 6.3. Puisque {ui, . . . ,Un} : A est de type atomique et SN alors, par 
la Definition 6.9, il est SC. 

Si le type A est de la forme Ai ^ ... Am ^ K avec K atomique alors par la Remar- 
que 6.2(2) nous devons montrer que pour tous les termes SC tj tels que E \- tj : Aj nous 
avons le terme [. . . [[{ui, . . . , Un}]{ti)]{t2) ■ ■ -K^m) ■ K qui est SN. 

Puisque tj : Aj sont SC alors, par la Remarque 6.2(4), les termes [. . . [[^i-t](ii)](t2) • • •](^m) '■ 
K sont SC et puisqu'ils sont de type atomique alors ils sont SN. Par consequent, nous de- 
duisons par le Lemme 6.3 que le terme {[. . . [[ui](ti)](t2) • • •](im), ...,[••• [[«n](ii)](i2) • • •](im)} 
est SN. 

Puisque Ui, tj sont SC alors, par le Lemme 6.2, tj sont SN pour i = l,...,n, j = 
1, .... m. Par consequent, si le terme [. . . [[{iti, • • • , Un}]{ti)\{t2) ■ ■ ■]{tm) n'etait pas SN alors 
une reduction infinie n'est pas due seulement a ses sous-termes et aurait la forme : 

[...[[{uu...,Un}]{ti)]{t2)...]{tm) 

[...[[K,...,<}](t;)](t^)...](C) 

{[. . . wAmm) ■ ■ -KC), •••,[■■■ [K](i'i)](i'2) ■ ■ -wj} 

* 

Puisque nous avons la reduction 

{[. . . [K](ii)](t2) . . ]{tm). ...,[... [M(ti)](t2) . . .](t™)} 

{[■ ■ ■ . . .](C), •••,[••• [[<M)W2) ■ ■ -KC)} 

alors le terme {[. . . [[ui]{ti)]{t2) . . .](im), ...,[... [[un]{ti)]{t2) ■ ■ -Wm)} n'est pas SN, ce qui 

contredit le resultat obtenu ci-dessus. 

Par consequent, [. . . [[{ui, . . . , Un}]{ti)](t2) ■ ■ ■]{tm) est SN et selon la Remarque 6.2(2), nous 
obtenons que {ui, . . . , Un} est SC. □ 

Lemme 6.5 Etant donne un ensemble de termes SN ti, i = 1, . . . ,n, le terme t = f{ti, . . . , tn) 
est SN. 

Preuve : La preuve est tres similaire a celle du Lemme 6.3. □ 

Lemme 6.6 Etant donnes un contexte E, les termes Ui tels que E\- Ui : A^ pour i = 1, . . . ,n et 
un symbole de fonction f G J^Aix...xA„^a, alors le terme f{ui, . . . ,Un) est SC ssi les termes Ui 
sont SC. 

Preuve : Tous les termes utilises dans la preuve sont types dans le contexte E qui est omis par 
la suite. 

Les symboles f £ sont symboles du premier ordre et ne peuvent pas mener a des termes 
de la forme /(tti, . . . , Un) avec un type plus grand que le type de leurs arguments. Ici, plus 
grand est utilise dans le sens d'un nombre plus grand de symboles "h^" dans le type. 
Nous procedons par induction sur le nombre de fleches de type "h^" dans les types Ai : 
Le cas de base : A^, i = 1, . . . ,n et A sont des types atomiques. 
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Si les types Ai sont atomiques et les Ui sont SC alors les Ui sont SN par le Lemme 6.2 
et ainsi f{ui, . . . , tt„) : A est SN par le Lemme 6.5. Puisque /(tti, • • • , Un) : A est de type 
atomique et SN alors il est SC. 

Si f{ui, . . . ,Un) ■ A est SC alors, par le Lemme 6.2, il est SN et ainsi tous ses sous-termes 
Ui sont SN. Puisque Ai sont des types atomiques alors Ui sont SC. 

Induction : Ai de la forme Bi ^ d, i = 1, . . . , n et A de la forme B >-> C. 

Puisque / € -^(Si^Ci)x...x(_B„^c„)^(S^C) nous pouvons considerer que nous avons egale- 

ment / G ^Bix...xS„wB et / G ^Cix...xC„wC- 

(<^) si Ui : Ai, i = 1, ... ,n sont SC alors f{ui, . . . , Un) '■ A est SC 

Afin de prouver que /(ui, . . . est SC, conformement a la Remarque 6.2(2), nous 
devons montrer que pour tout terme SC t : B nous avons [/(ui, . . . , : C qui 

est SN. 

Pour tous les termes t tels que [/(tti, . . . , est reduit dans une etape a la 

propriete est evidente. Le seul terme t qui ne m6ne pas a un tel resultat doit etre de 
la forme /(ti, . . 

Puisque t : B est SC alors, par hypothese d'induction, ti : Bi sont SC. Ainsi, par la 
Remarque 6.2(4), [u-^{t,i) : Ci sont SC et done SN. Par consequent, par le Lemme 6.5, 
/([tii](ii), . . . , [un](t„)) est SN. De plus, par le Lemme 6.2, les termes Ui et ti, i = 
1,. . . ,n sont SN. 

Supposons que [f{ui,...,Un)\it) : C n'est pas SN. Puisque les termes Ui, ti, i = 
1, . . . , n sont SN alors, une reduction infinie aurait la forme : 

[f{ui,...,Un)]{f{tl,...,tn)) 

[/(<,...,<)](/(*;,..., 4)) 

^Congruence • • • ) [^n](^n)) 

* 

Puisque nous avons la reduction 

/([ni](ti), . . . , [Un]{tn)) f{[n[]{t[), K](4)) 

alors fi[ui]{ti), . . . , [un]{tn)) n'est pas SN et nous obtenons done une contradiction. 
Par consequent, [f{ui, . . . ,Un)]{t) est SN et selon la Remarque 6.2(2), f{ui, . . . ,Un) 
est SC. 

(=>) si /(«!, . . . ,Un) : A est SC alors Ui : Ai, i = 1, . . . ,n sont SC 

Afin de prouver que Ui, i = 1, . . . ,n sont SC, par la Remarque 6.2(2), nous devons 
montrer que pour tous les termes SC ti nous avons [Mi](ti) : Ci qui est SN. 

Par hypothese d'induction, /(ti, . . . ,t„) : i? est SC si ti : Bi sont SC. Nous avons par 
la Remarque 6.2(4) que [/(«i, • • • , Un)]{f{ti, . . . , tn)) '■ C est SC et done SN. 
Si nous supposons qu'un des [ui\(ti) n'est pas SN alors nous obtenons que le terme 
f{[ui]{ti), . . . , [un]{tn)) n'est pas SN. Puisque nous avons la reduction 

[f{ui,...,Un)]{f{tl,...,tn)) 

^Congruence /([^l](^l)) • • • j [^n](^n)) 

alors [f{ui, . . . ,Un)]{f{ti, . . . ,tn)) n'est pas SN et nous obtenons done une contradic- 
tion. 

Par consequent, [ui](fi), i = l,...,n sont SN et d'apres la Remarque 6.2(2), Uj, 
i = 1, . . . ,n sont SC. 

□ 
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Lemme 6.7 Etant donne les contextes E et F et les termes l,r et t tels que F\i ■ E \- r : B, 
F \- I : A et E \- t : A, nous considerons la substitution typee a telle que {a} = Solution{l t). 
Si les termes ar et l,t sont SC, alors le terme [1[f\i] ~^ esi SC. 

Preuve : Conformement a I'algorithme de filtrage, nous avons E \- a. Puisque Dom(a) = F\i 
alors, par le Lemme 6.1, E \- ar : B et puisque ar est SC alors, par le Lemme 6.4, {ar} : B 
est SC. 

Nous considerons B = Bi ^ . . . Bi ^ K , avec K atomique. Nous considerons les termes 
SC vi : Bi, . . . ,vi : Bi. Selon la Remarque 6.2(2), 

[...[[ar]{vi)\{v2)...]{vi):K, (6.1) 

est SN et 

[...[[{ar}\{v^)\{v2)...\{vi):K (6.2) 

est SN. 

Nous avons E h \1[f\i] rj^t) : B et nous devons montrer que 

[■■■[[[llF\A^r]mvi)]{v2)...]ivi):K (6.3) 

est SN et par la Remarque 6.2(2), nous pouvons conchire la preuve du lemme. 
Puisque (6.1) est SN, d'apres la Remarque 6.2(5), tons ses sous-termes sont SN. Ainsi, les 
termes ar et vi,V2, ■ ■ ■ ,vi sont SN. Puisque / et t sont SC alors, par le Lemme 6.2, Z et t 
sont SN. Nous avons immediatement que r est SN. 

Par consequent, une reduction infinie de (6.3) ne pent pas consister entierement en con- 
tractions dans l,r,t,vi, . . . ,vi et une telle reduction doit avoir la forme : 

[• • • [[{hFU} - ^](*)](^i)](^2) . . .]{vi) [. . . [[[Vl,] - r'm{v[W,) . . .]{vl) 

^F^re [■ ■ ■ [[W'r'}]iv[)M) . . .]ivl) 
* 

ou r — — r' , t —^p t' , Ufe —->-p v'j^ et le filtrage I t' n'echoue pas et a la solution a'. 
Puisque / G Tjr(^X) et que nous utilisons le filtrage syntaxique alors, pour tons les termes I, 
t et t' tels que t — >p t' et Solution{l t) = {/i} avec = (xi/ti, . . . ,Xn/tn), si / ^0 t' 
n'echoue pas, alors nous avons Solution{l •C0 t') = {//'} avec = {xi/ti , . . . ,Xn/tn) et 
ti >p ti , i = 1, . . . ,n. 

Selon cette derniere remarque, si cr = {xi/ui, . . . ,Xn/un) alors a' = {xi/ui , . . . ,Xn/un') 
avec Ui — >p Ui et par le Lemme 3.11 nous obtenons ar — >p a'r' . 

Ainsi, nous pouvons construire une reduction infinie a partir de (6.2) : 

[...[[W](^i)](^2)...](^o {■■\\wr'WxW2)--m 

* 

Ceci contredit le fait que (6.2) est SN et par consequent, (6.3) doit etre SN. 
□ 

Lemme 6.8 (tout terme typable est SC) 

Pour tout p-terme type t tel que E \- t : B nous avons : 

a. t est SC, 

b. Pour toutes les substitutions SC aj , j = 1, . . . . rn telles que E' h aj, le terme t* = a\. . . amt 
avec E' \-t* : B est SC, oil E = Dom{ai) ■ ... ■ Dom{am) ■ E' . 
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Preuve : Le point (a) est un cas special de (b) quand cJi, i = 1, . . . , n est la substitution identite. 
Nous prouvons (b) par induction structurelle sur t. 

1. t est une variable G Dom,{aj), et aj = {xl/u\, . . . ,xii/un). 
Dans ce cas t* est uj et done, est SC. 

2. t est une variable distincte de x £ [j Dom{aj). 

Dans ce cas t* est t et done, il est SC par le Lemme 6.2 avec n = 0. 

3. t = fitu...,tk). 

Dans ce cas t* = f{tl, . . . , t^). Par hypothese d'induction, t^, . . . , t|. sont SC, et ainsi, 
d'apres le Lemme 6.6, t* est SC. 

4. t = {ti,...,tk}. 

Dans ce cas t* = {tl, . . . Par hypothese d'induction, t^, . . . sont SC, et ainsi, 
d'apres le Lemme 6.4, t* est SC. 

5. t = [h]it2). 

Dans ce cas t* = [tl]{t2)- Par hypothese d'induction, ^1,^2 sont SC, et ainsi, confor- 
mement a la Remarque 6.2(4), t* est SC. 

6. t:B = ti[F|tJ 

Nous avons F \- ti : A et F\t^ ■ E \- t2 : C et B = A ^ C . 

Dans ce cas t* = —i- t2 si nous negligeons les changements de noms des variables 
liees. Conformement a la definition de I'application de substitution, t* = ti. 

Nous devons montrer que pour tous les termes SC u tels que E' \- u : A, le terme 
est SC ou d'une maniere equivalente que [ti t2]{u) est SC. 

Si le filtrage {ti u) echoue alors le resultat est et la propriete est evidemment 
vraie. 

On doit noter que si I G Tj^{X) et si le filtrage syntaxique est considere alors, par le 
Lemme 6.6, pour tous termes SC Z et t et la substitution {/i} = Solution{l ^0 t) nous 
obtenons que /i est SC. 

Nous considerons {//} = Solution{ti u) et conformement a I'algorithme de filtrage, 
E' \- p, et puisque t\ G Tjr[X) et u sont SC alors p est SC. Par le Lemme 6.1, 
F\t^ ■ E' \- t2 •■ C et puisque Dom{p) = F\t^ alors E' h : C. Par I'hypothese 
d'induction (b) en utilisant la substitution pai . . . am nous obtenons que pt2 est SC 
et ainsi, par le Lemme 6.7, est SC. 

□ 

Th6or6me 6.2 Le p^-calcul est fortement normalisable. 

Preuve : Le resultat est obtenu immediatement par les Lemmes 6.8 et 6.2. □ 

6.8 Le typage des /O-termes non-restreints 

Nous avons propose dans les sections precedentes un systeme de types pour les termes de 
Q0(J^,X) et nous allons etendre ce systeme pour le cas general de termes de q{J^,X). Nous 
considerons le calcul (£>(^, -Y), 0, <S), appele aussi /90'-calcul, generalisant le /90-calcul avec une 
strategic S arbitraire. 
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La syntaxe du /oj^-calcul type 

Nous obtenons done une nouvelle syntaxe pour le pj'-ealeul type generalisant celle du p0-calcul 

type presentee dans la Section 6.1 : 

Definition 6.10 Etant donnes un ensemble de variables X et un ensemble de symboles T = 
Ui>o-^«- nous notons K tout type atomique, alors la syntaxe du calcul (^(^, A"), 0, <S) simple- 
ment type est definie recursivement par la grammaire suivante : 

Types T : := K \ T >^T 

Contextes E : := x : T \ E ■ . . . ■ E 

Termes t : := x \ f{t,...,t) \ {t,...,t} \ tiE\-^t \ [t]{t) 

oil X G X et f E J^. 

La seule difference par rapport a la Definition 6.2 est I'elimination de la condition que le 
membre gauche des regies de rcccriture est un terme du premier ordre et nous analysons I'influence 
de cette nouvelle syntaxe sur les regies de typage et d'evaluation du calcul. 

Discussion sur les regies du pg^-calcul 

Puisque nous considerons tons les termes de g{-!F, X) et done les regies de reecriture ayant 
un ensemble dans le membre gauche, nous devons introduire et analyser le comportement de la 
regie d'evaluation SwitdiL qui devient dans un cadre type : 

SwitchL {Ul, Un}iEl V {uilEl ^V,..., ^ v} 

Les autres regies d'evaluation sont celles presentees dans la Figure 6.4 et puisque nous 
souhaitons avoir un calcul confluent, nous considerons une des strategies d'evaluation conflu- 
entes proposees dans le Chapitre 3. La regie d'evaluation Fire est done appliquee pour une 
application de la forme [I —>■ r]{t) seulement si I est un terme du premier ordre et ainsi, le meme 
mecanisme de filtrage que dans le /90-calcul peut etre utilise. 

Nous analysons maintenant la possibilite d'employer le meme ensemble de regies de typage 
que pour le p0-calcul. 

Nous devons mentionner d'abord que dans la regie de typage Rule il est essentiel que seule 
la restriction E\i du contexte E de / soit elimince du contexte F de r afin d'obtenir le contexte 
pour la regie de reecriture I — > r. Neanmoins, le contexte local de cette regie de reecriture peut 
etre £^1^, comme impose par la regie de typage Rule, mais il peut etre un tout autre contexte 
incluant ce contexte, comme dans la nouvelle regie de typage 

Eh I -.A E\i-F\-r:B 

Rules — — r, ; : 

F\- {liEi^r):A^ B 

Les memes resultats sur la preservation du type et sur la normalisation forte du calcul sont 
obtenus si cette derniere regie de typage est utilisee a la place de la regie de typage Rule. 

Malheureusement, si nous utilisons une approclie basee sur la regie de typage Rule il est clair 
que la regie d'evaluation SwitchL ne preserve pas le type. 

Considerons, par exemple, le terme {x, y}ix-A-yAI ~^ ^ typ^ A ^ A dans le contexte 

vide conformement a la regie de typage Rule. Ce terme est reduit par la regie d'evaluation 
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SwitchL en {x^^.^.y-j^ — >■ x, y[x:A-y:^ ~^ x} et aucune des deux regies de reecriture dans I'ensemble 
ne pent etre typee par la regie Rule en raison du contexte x : A ■ y : A qui devrait contenir 
seulement la variable x et respectivement y. 

L'utilisation de la regie de typage Rulcs nous permet d'eliminer cette restriction et dans 
ce cas nous pouvons typer la regie de reecriture x^x:A.y.A\ x dans le contexte vide. Mais le 
membre gauche de la deuxieme regie de r66criture de I'ensemble precedent est la variable y et 
done le contexte nous permettant de typer cette regie est obtenu en enlevant la variable y du 
contexte utilise pour typer le membre droit x. Ainsi, nous pouvons typer la regie de reecriture 
y[x:Ay.A\ ~^ ^ dans tout contexte contenant x : A mais pas dans le contexte vide et done meme 
en utilisant la regie de typage Rules le type n'est pas preserve. 

Les regies de typage du pg^-calcul 

La non-preservation du type dans une approche utilisant les regies presentees dans la section 
precedente est due a la non-preservation des variables libres par la reduction. La solution naturelle 
est l'utilisation de la notion de variables presentes introduite dans la Definition 3.13. 

Nous modifions ainsi la regie de typage Rule et nous introduisons la regie : 

E\-l:A E\py^i) -Fhr-.B 
Kulep, F h (Z[^;, ^ r) : ^ ^ S 

Cette fois-ci nous n'avons pas impose la restriction E\pv(i) du contexte E dans la regie de 
reecriture et ceci nous permet l'utilisation de la regie d'evaluation SwitchL distribuant le meme 
contexte local dans toutes les regies de reecriture. 

Nous considerons ainsi I'ensemble de regies de typage de la Figure 6.1 ou la regie Rule est 
remplacee par la regie Rulepv et nous notons par ST^ le systeme de types ainsi obtenu. Nous 
montrons qu'en utilisant la meme notion de terme bien type que pour le p0-calcul (Definition 6.5), 
le type est preserve par toutes les regies d'evaluation du calcul {q{J^, X),0,S). 

La preservation du type 

Si nous reprenons I'exemple de la regie de reecriture {^c, ^ ^ nous pouvons remar- 

quer que ce p-terme n'est pas bien type dans le contexte vide puisque x : A - y : 74|py(|^ = 0. 
Ainsi, le contexte F de la rSgle de typage Rulepv est instancie en x : A qui est done le contexte 
nous permettant d'infcrer le type A-^ A pour la regie de reecriture {-^^ x. Comme 

nous I'avons deja precise, ce dernier contexte nous permet aussi d'obtenir le type A ^ A pour les 
deux regies de reecriture Xj^-.A-y-.A! x et y[x:A-y:Al x et done, le type est preserve en utilisant 
la regie de typage Rulcpy. 

Theoreme 6.3 Dans le systeme de types ST^ , pour tous p-termes a et a' de q{J-, X), si a — >p 
a' et E\- a: A, alors E\- a' : A. 

Preuve : Nous procedons de la meme maniere que dans le cas du pg-calcul et nous prouvons 
que le membre gauche et le membre droit de chaque regie d'evaluation ont le meme type 
dans un contexte donne. 

Pour toutes les regies d'evaluation sauf SwitchL le resultat est obtenu exactement comme 
dans le Theoreme 6.1. 

Pour la regie d'evaluation SwitchL nous procedons similairement en utilisant la definition 
des variables presentes. 
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SwitchL {Ui,..., Un}[El ^ ^ ^ ^'^Hm ^V,..., Un[El ^ 

Nous notons u = {ui, . . . ,m„} et nous considerons le type A tel que F h ^ v : A. 
En utilisant la regie de typage Rulcpy nous inferons ^ = i? C et -E|py(„) ■ F \- v : C, 
E\-u:B. 

Par la regie de typage Set nous avons E \- Ui : B, i = l,...,net par la regie de typage 
Rulcpy appliquee n fois nous obtenons F^ h u^g^ — > v : B ^ C,i = l,...,n, avec 

E\pv{u) ■ F = ^Ipv(«0 • P'i- 

Conformement a la Definition 3.13 nous avons PV{{ui, . . . ,tin}) Q PViui) et done, nous 

obtenons £^|py(„) C E'lpy^^,) et Fi C F. Conformement a la Definition 6.5 nous avons 

P l~ uqEj V : B ^ C , i = 1, . . . ,n. 

Finalement, la regie de typage Set mene a : 

F ^ {uiiE\ ^v,..., UniE\ -^v} :A. 

□ 

Nous pouvons imposer la restriction aux variables presentes pour le contexte local dans la 
regie de typage Rulep^ qui deviendrait : 

E^l:A E\,y^,yF^r:B 

Comme nous I'avons explique au debut de cette section une telle regie de typage n'est pas 
sufiisante pour assurer la preservation du type dans le cas de la regie d'evaluation SwitchL mais 
nous pourrions introduire une nouvelle regie 

Switch'^ {ui,...,Un}lEl^V =^ {uilE\pv(uJ^'"^---^^n[E\py^^J^v} 



Cette regie d'evaluation est plus complexe que la regie SwitchL et done plus difficile a im- 
planter mais pent etre employee si nous souhaitons avoir une information plus precise sur les 
variables utilisees dans le contexte local des regies de reecriture. 

La normalisation forte du calcul {q{J^,X),%^S) type avec S representant une des strategies 
confluentes est montree exactement de la meme fagon que pour le p0-calcul et nous obtenons ainsi 
plusieurs instances du calcul (^(^, 0, <S) garantissant la terminaison et I'unicite des formes 
nor males. 



Conclusion 

Nous avons propose un systeme de types pour le /90-calcul en precisant la syntaxe, les regies 
de typage et les regies d'evaluation. 

Nous avons adapte la syntaxe du p-calcul non-type en ajoutant les types et les contextes 
ainsi qu'en introduisant les regies de reecriture avec contexte local. Ce contexte correspond a 
I'information de type donnee dans une A-abstraction et il est employe pour determiner le contexte 
global permettant de typer la regie de reecriture I'utilisant. Les regies d'evaluation du calcul non- 
type sont modifices afin de prendre en compte la nouvelle syntaxe et particulierement le contexte 
local des regies de reecriture. En se limitant a des ensembles ayant tous les elements d'un meme 
type et avec un bon choix pour les regies de typage, le pg-calcul type est terminant et preserve 
le type. 

Ces resultats ont ete presentes a WRLA2000 [CKOO]. 
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Chapitre 7 



Le calcul de reecriture avec 
substitutions explicites - le pcr-calcul 

Dans le p-calcul tel que nous I'avons presente jusqu'ici I'application des substitutions n'etait 
pas une partie du calcul mais etait decrite a son meta-niveau. Afin de rendre explicite I'application 
de substitution, nous utilisons une approche similaire aux differentes versions de A-calcul avec 
substitutions explicites [HL89, ACCL90] et nous definissons une version explicite du p-calcul, 
appelee le per- calcul. 

Nous etendons la syntaxe du p-calcul en introduisant les definitions des substitutions et un 
operateur d'application de substitution. Nous nous limitons dans cette presentation a une version 
avec substitutions explicites du p0-calcul ou les membres gauches des regies de reecriture sont 
des termes du premier ordre. Les regies d'evaluation du p0-calcul ne sont pas modifiees mais 
des nouvelles regies sont introduites pour dccrire le comportement des substitutions. Le calcul 
de substitution et la preuve de confluence du pa-calcul sont bases sur les approches utilisees 
dans [CHL96] et [Pag97]. 

7.1 La syntaxe 

La presentation du pa-calcul est basee sur une notation de de Bruijn ([dB72]) oii les noms des 
variables sont remplaces par des entiers representant le "degre" d'abstraction de la variable. Ainsi, 
I'a-conversion utilisee dans le p-calcul pour eviter la capture des variables n'est plus necessaire, le 
renommage etant decrit par des incrementations et des decrementations des entiers representant 
les variables. 

Nous notons par 7^(N*) I'ensemble de termes construits en utilisant une signature T et 
I'ensemble d'entiers naturels non nuls N* de la meme maniere que les termes de Tj:{X) sont 
construits en utilisant les variables d'un ensemble X. 

Definition 7.1 Etant donnes un ensemble de variables X = XtVJ Xg et un ensemble de symboles 
T = IJi>0'^i l""-^ pour tout m, est le sous-ensemble de symboles d'arite m. L'ensemble de 
termes et substitutions du pa-calcul, note q'^{J-,X), est le plus petit ensemble tel que : 

- les variables de Xt sont des p-termes (meta-variables de termes), 

- n (n E N*) est un terme (indice de de Bruijn), 

- si ti, . . . ,tm sont des termes alors {ti, . . . , tm} est un terme, 

- si ti, . . . ,tm sont des termes et f G J-'m alors f{ti, . . . , tm) est un terme. 
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- si t et u sont des termes alors [t](u) est un terme, 

- si t ^ 7jr(N*) et u sont des termes alors t — u est un terme oil n est I'indice maximal 
dans t, 

- si t est un terme et s est une substitution alors t{s) est un terme (application de substitu- 
tion), 

et 

- les variables de Xs sont des p-termes (meta-variables de substitutions), 

- iro est une substitution (identite), 

- I est une substitution (shift), 

- si s est une substitution {s) est une substitution (lift), 

-sit est un terme et s est une substitution alors (t.s) est une substitution, 

- si si et S2 sont des substitutions alors (si o 82) est une substitution. 

La syntaxe du /xr-calcul est done definie reeursivement par la grammaire suivante : 
Termes t : := xt \ n \ f{t,...,t) \ {t,...,t} \ u^mt \ [t]{t) I 

Substitutions s : := | IB | t | (s) | t.s | s o s 

ou Xt G Xt, Xs £ Xg, n G N*, u € 7^(N*), m est Tindice maximal dans u ei f ^ T. 

Nous abregeons par |" la composition de n symboles j (i.e. j o . . . |) et par f[-" (s) I'application 
n fois de lt (i.e. f (. . . (ff (s) . . .))). 

La transformation d'un terme avec des noms de variables du p-calcul dans un terme du 
p(T-calcul utilisant des indices entiers est similaire a la transformation d'lin A-terme en im 
ADB-terme. A cause de la possibilite d'avoir plusieurs variables liees dans une regie de reecriture 
par rapport a une seule dans une A-abstraction, la transformation d'une regie de reecriture est 
legerement plus elaboree que la transformation de I'abstraction du A-calcul. 

Definition 7.2 Nous considerons une liste de variables xi Xn appele referentiel. Etant donne 

un referentiel TZ, nous definissons reeursivement la traduction d'un p-terme t, note tr{t, TZ) : 

1. tr{x,TZ) = j, oil j represente la premiere position de x dans TZ, 

2. tr{f{tu ■ ■ ■ ,tn),TZ) = f{tr{ti,TZ), . . . ,tr{tn,TZ)), 

3. tr{[a]{h),TZ) = [tr{a,TZ)]{tr{b,TZ)), 

4. tr{l ^ r,7^) = tr{l,Var{l).TZ) ^nvarm tr{r,Var{l).n) , 

avec Var{l) representant la liste des variables libres du terme I (i.e. I'ensemble Var{l) transforme 
en liste) et \\Var{l)\\ sa longueur. 

II est evident qu'en fonction de I'ordre des variables libres du membre gauche d'une regie de 
reecriture on pent obtenir plusieurs representations de la regie de reecriture. 

Example 7.1 Si nous considerons le p-terme [f{x,y) — > g{x,y, z)]{f{a,b)), sa transformation 
dans le referentiel z.Nil est [/(1, 2) ^2 ^(1, 2, 3)](/(a, 6)) ou bien [/(2, 1) ^2 ^(2, 1, 3)](/(a, 6)). 
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7.2 Le filtrage 

Nous considerons un algorithme de filtrage qui retourne un resultat de la forme ti t^.ID 

avec ti, . . . ,tn des termes de q"{T, X). 

Une approclie possible consiste a transformer les termes /,t G q^{J-,X) d'un probleme de 
filtrage {I <C0 t) en Z'^, t"^ G q{J^i X) en remplagant les indices 1, . . . , n par les variables iCi, . . . , 
et resoudre le probleme de filtrage (1"^ t"^). Si I'ensemble de regies Syntactic-Matching de la 
Section 2.5 applique pour ce dernier probleme de filtrage mene a un resultat {xi/t^, . . . ,,T,„/tf^) 
(oil nous considerons t^ = xi pour les variables n'apparaissant pas dans la solution) alors le 
probleme (/ t) initial a comme solution la substitution ti f^.IlD) ou ti represente le terme 

avec les variables xi,...,a;„ remplacees par les indices l,...,n. Comme dans le cas non- 
explicite nous dcfinissons la fonction Solutionis t) qui retourne I'ensemble de toutes les 
solutions de {I <C0 t) et done I'ensemble vide quand I'algorithme de filtrage echoue. 

Nous pouvons adapter I'algorithme de filtrage presente dans la Section 2.5 afin de manipuler 
des termes utilisant des entiers a la place des variables comme montre dans la Figure 7.1. 
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Fig. 7.1: SyntacticMatchingSigma - Regies pour le filtrage syntaxique 



Le resultat de la Proposition 2.1 pent etre etendu pour une equation de filtrage avec les 
termes de g'^{J^,X) : 

Proposition 7.1 La forme normale de tout probleme de filtrage t t' calculee par les regies 
SyntacticMatchingSigma existe et est unique. Apres avoir enleve de la forme normale toute 
equation dupliquee, si le systeme resultant est : 

1. F, alors il n'y a pas de filtre de t at' et Solution{t t') = $, 

2. de la forme 1 <^'^ ti A ... An in alors la substitution a = ti i^-HD) est I'unique filtre 

de t at' et Solutionit <IC0 t') = {a} 

Nous pouvons noter que nous n'enlevons pas les equations triviales n <C0 n de la forme 
normale d'un systeme de filtrage. De plus, si le systeme ne contient aucune equation (n = 0) 
alors la substitution obtenue est ID. 

7.3 Les regies d'evaluation 

Les regies d'evaluation de base du pa-calcul presentees dans la Figure 7.2 sont celles du 
P0-calcul et nous introduisons les regies d'evaluation dans la Figure 7.3 decrivant I'application 
de substitution. Ce sous-systeme est appele le C7p-calcul ou le a-calcul. 

La regie Fire est celle qui declenche I'application de la substitution obtenue en filtrant le 
membre gauche de la regie de reecriture et I'argument de I'application au membre droit de la 
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Fig. 7.2: Les regies d'evaluation de base du pa-calcul 



regie de reecriture. Le Up-calcul decrit explicitement I'application de cette substitution. Les autres 
regies d'evaluation de base ont exactement la meme fonctionnalite que dans le /90-calcul. 

Les regies d'evaluation du CTp-calcul sont similaires a celles du a^if-calcul de substitution du 
A(T^-caIcul (voir Section 1.3.5). Par rapport a ce dernier calcul nous adaptons les regies lambda 
et app pour la syntaxe du pcr-calcul et nous ajoutons les regies set et op. 

Nous pouvons aussi voir les regies d'evaluation mentionnees precedemment comme des cas 
particuliers de la regie f-f^ du r.f|.-calcul ([Pag98]). Dans ce calcul, a chaque symbole d'arite n 
est associee une liste de n entiers appeles V arite de liaison du symbole. Intuitivement, I'arite 
de liaison d'un oporateur reprosente le nombre d'indices de de Bruijn lies dans chacun de ses 
arguments. Pour une discussion plus detaillee sur I'arite de liaison on pent se referer a [Pag98]. 

Dans le Acrj|.-calcul, si nous considerons le terme \t nous pouvons dire que I'operateur A lie 
I'indice 1 dans le terme t et done, a I'arite de liaison (1). Le symbole unaire A du A(7.(|.- calcul 
est remplace dans le pcr-calcul par le symbole binaire — dont I'arite de liaison est (n, n). Tout 
operateur fonctionnel a une arite de liaison (0, ... ,0). 

Definition 7.3 Etant donne un ensemble de symboles de fonctions T , un ensemble de variables 
X , nous appelons pa-calcul un calcul defini par : 

- I'ensemble de termes q'^{J^,X), 

- la theorie (filtrage syntaxique), 

- les regies d'evaluation de base de la Figure 7.2, 

- les regies d'evaluation pour I'application de substitution de la Figure 7.3, 

- une strategic d'evaluation S qui guide I'application des regies d'evaluation. 
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Fig. 7.3: Les regies d'evaluation du (jp-calcul 



7.4 Proprietes du pcr-calcul 

Dans cette section nous analysons quelques proprietes du pcr-calcul et de ses sous-calculs et 
nous montrons en particulier que le pcr-calcul est confluent dans les memes conditions que le 
P0-calcul. 

Toutes les definitions de termes p-prefiltrables et p-calculables de la Section 3.3.2 peuvent 
etre utilisees dans un contexte explicite en considerant des indices de de Bruijn a la place des 
variables. Les mcmes remarques que dans le cas non-explicite peuvent etre faites pour les termes 
contenant des indices de de Bruijn et des applications de substitution. 

Remarque 7.1 Si I G 7jr(N*) subsume faiblement t, alors pour toute position non-fonctionnelle 
(i.e. la position d'un indice, d'une application, d'une abstraction, d'un ensemble ou d'une appli- 
cation de substitution) dans t la position correspondante dans I, si elle existe, est une position 
variable, c'est-d-dire la position d'un indice. Ainsi, si la position de tete de t n' est pas une position 
fonctionnelle alors I est un indice. 
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Remarque 7.2 Si les termes I ett sont p-prefiltrables, le filtrage {I <C0 t) pent echouer seulement 
a cause des symboles fonctionnels diff events d la mime position des termes I ett. 

L'application de la regie d'evaluation Fire est guidee par une strategie ConfStrat decrite 
dans la Section 3.3.3 qui pent etre exprimee explicitement en transformant la regie Fire en la 
regie conditionnelle Firec deja utilisee pour prouver la confluence du p0-calcul : 

Firec [l^nAit) =^ {r{a)} 

si l,t sont p-calculables 
avec a G SolutionQ, -Cj) t) 

Nous considerons que les relations — >f, — >F\\ et — de meme que leurs fermetures sont 
definies exactement de la meme fagon que dans le pg-calcul (Section 3.3) mais en utilisant la 
regie FirCc ci-dessus. 

Definition 7.4 Nous considerons la relation sur q^{{F,X) appelee Up induite par les regies d'e- 
valuation dans la Figure 7.3. 

Les relations suivantes sont induites par la relation Up : 

— >(j est la fermeture compatible de la relation Up, 
—^cr est la fermeture reflexive, transitive de — >cr- 
Nous notons par — >a*Sa* la relation (— — ^s—^a)- Nous notons par — ^a*F^^a* la relation 

(^(T — ^ct) et par — ^a*Fa* la relation (— — ^F^a)- 

Nous analysons d'abord les proprietes des relations induites par ap et ensuite nous nous 
concentrons sur la confluence du pcr-calcul. 

7.4.1 Proprietes de la relation ap 

La relation engendree par les regies decrivant l'application de substitution est confluente et 
terminante : 

Lemme 7.1 — ^^a- est localement confluente. 

Preuve : Dans [CHL96] il est montre que le systeme {ap sans les regies lam, op et set) 
est localement confluent. Nous prouvons que les paires critiques induites par les nouvelles 
regies d'evaluation sont convergentes. 

La regie set a des paires critiques seulement avec les regies clos et id. La reduction suivante 
est obtenue pour la paire critique entre set et clos : 

Ur=iK}(«)(*) 

ur=iK(^)}(i) \Ji=M}{sot) 

set 



\JI=M{s){t)] 



set 



clos y 



Pour les regies set et id et respectivement op et id nous obtenons : 
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f{ui, ...,Un 



set _ 



Ur=iK(ro)} 



id ■■■ 



op 



id 



f{ui{m),...,Unm) 



id 



yTi=M} 

Pour les regies op et clos nous avons : 

f{ui,...,Un){s){t) 
op ^...----''^ clos 

f{ui{s), . . .,Un{s)){t) 
op \ 



f{ui,...,Un) 



f{ui,...,Un){sot) 



fiUi{s){t),...,Un{s){t)) 



op 



clos 



f{ui{sot),...,Un{sot)) 

La reduction suivante est obtenue pour la paire critique entre lam et clos : 



{U -^n V){s){t) 



lam _ 

{u{r is)) v{r {smt) 

lam \ 

u{r {s)){r (t)) v{r {s)){r (t)) 

clos \ 

Pour les regies lam et id nous avons : 



clos 



{U v){sot) 



lam 



II 



■u{r [sot)) -^nv{r {S 



(U V){m) 



lam_ 

u{r (IB)) v{r (IB)) 

li\ 
Y 

u{m) -^n v{m) 



id 



□ 



Lemme 7.2 



est terminante. 



Preuve : En partant de la preuve proposee dans [CHL96] et [Pag98] pour a-^f et respec- 
tivement nous utilisons un ordre lexicographique sur les deux interpretations polynomiales 
ci-dessous et nous pouvons montrer que : 
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- Pi est decroissant sur toutes les regies et strictement dccroissant sur lam, 

- P2 est strictement decroissant sur toutes les regies sauf lam. 



Pi (n) = 2" 


P2(n) = 1 


Pi{{u]{v)) = Pi{u) * Di{v) + Pi{v) *Di{u) 


^2(M(w)) = P2{U) * D2[V) + P2{v) * D2(u) 

+D2{u) * D2{v) 


Pi{u -^n v) = Pi{u) * Di{v) + Pi{v) * Di{u) 


P2{U -^nV) = 2* (P2(u) * D2{v) + P2{v) * D2{u)) 


+2 * D2{u) * D2{v) 




Pi{u{s)) = Pi{u)*Pi{s) 


P2(u(s)) = P2(m) * (P2(S) + 1) 


Pi (ID) = 2 


P2(ID) = 1 


Pl({wi, . . . , M„}) = Pi (Ml) + . . . + Pi(u„) + 2 


P2({W1,...,M„}) =Pi(mi) + ... + Pi(m„) +1 


Pi(T) = 2 


P2{1) = 1 


Pi(tr (s)) = Pi(s) 


f2(tr (s)) = 4*P2(s) 


Pi('u.s) = Pi(m) + Pi(s) 


P2{U.S) = Pl[U) + Pi(s) + 1 


Pi (sot) = Pi(s) *Pi(t) 


P2(S 0t) = P2(s) * {P2{t) + 1) 


Pi(/(m1, . . . ,M,i)) = 

Pl(wi) * -Di(u2) * ... * DiiUn) + . . . + Pl(u„ 


) * -Di(mi) * ... * Di(m„_i) + Di(ui) * ... * -Di(m„) 


P2(.f{ui,...,Un)) = 

P2(ui) * D2{U2) * ... * D2{Un) + . . . + P2(Wn 


) * -D2(mi) * ... * £>2(Wn-l) + £>2(wi) * ... * -D2(Wr») 


A(/) = 2 


P2{f) = 1 


Di{{ui, . . . ,U„}) = £11 (mi) + . . . + Di{Un) + 1 


D2{{UI, Un}) = D2{ui) + ... + D2{Un) + 1 


Di{u) = 1 


D2{u) = 1 


□ 




Puisqiie — >cr est confluente et terminante 


nous pouvons enoncer un lemme sur les formes 



normales des termes reduits par cette relation. 

Lemme 7.3 Etant donnee une substitution s en Up-forme normale. Alors, s a necessairement 
une des formes suivantes : 

s = m, 

s = t.s' , avec t, s' en Up-forme normale, 

s=r, 

s =11 {s')o t"', avec s' en Up-forme normale et n >0. 

Etant donne un terme t en Gp-forme normale. Alors, t a necessairement une des formes 
suivantes : 
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t = n, 

t = {ti, . . . ,tn} , avec ti, . . . ,tn en a p- forme normale, 
t = f{ti,...,t n) , avec t\, . . . ,tn en o p-fornne normale, 
t = [u]{v), avec u,v en ap-forme normale, 
t = u V, avec u, v en ap-forme normale. 

Preuve : Nous procedons par induction sur la structure des substitutions. Le seul cas qui n'est 
pas imm6diat est s = si o S2- Nous avons les possibilites suivantes : 

1. si = ED) n'est pas possible, autrement s serait un radical pour il. 

2. si = t.s' n'est pas possible, autrement s serait un radical pour map. 

3. si =1". Dans ce cas n = 1, autrement s serait un radical pour ass. S2 ne pent pas 
etre ID (autrement s serait un radical pour ir), S2 ne pent pas ctre t.s' (autrement 
s serait un radical pour sc), S2 ne pent pas etre ff {s')o j"- (autrement s serait un 
radical pour sl2). Ainsi, S2 doit etre P et done, s =|p+i. 

4. si =11 (s')o I", avec n = 0, c'est-a-dire s ='(| (s'). S2 ne pent pas etre ID (autrement s 
serait un radical pour ir), S2 ne pent pas etre t.s' (autrement s serait un radical pour 
le), S2 ne pent pas etre ff {s')o |" (autrement s serait un radical pour 12). Ainsi, S2 
doit etre et done, s {s')o |p. 

Pour la deuxieme partie de la preuve nous procedons similairement, par induction sur la 
structure des termes. Nous avons les possibilites suivantes pour un terme t : 

1. t = n{s). Pour toute substitution s, le terme t contient un radical. 

2. t = {ti, . . . ,tn}, t = f{ti, . . . ,tn), t = [u]{v), t = u ^ V sont facilcmcnt prouves par 
induction. 

5. t = u{s). Ce cas ne pent pas apparaitre puisque u{s) ne doit pas contenir de radical 
pour set, op, app ou lam. 

□ 

Ainsi, les termes en cTp-forme normale ne peuvent contenir aucune substitution et done un 
terme t{s) mene a une forme normale ne contenant pas de substitution. 

7.4.2 La confluence du pcr-calcul 

Nous devons remarquer que les substitutions que nous manipulons dans le pa-calcul sont 
obtenues exclusivement par la resolution d'un probleme de filtrage declenche par I'application de 
la regie d'evaluation Firec. Puisque tout probleme de filtrage est de la forme {I t) avec l,t 
/9-calculables alors toute substitution obtenue comme solution d'un tel filtrage ne contient que 
des termes satisfaisant les memes conditions que t. 

Nous allons considerer par la suite uniquement des substitutions de cette forme, c'est-a-dire 
qui ne contiennent aucun ensemble vide ou ayant plus d'un element et qui contiennent que des 
applications de la forme [u w]{v) ou u subsume v. 

Lemme 7.4 Etant donnes les p-termes l,t,t' tels que t — >cr t' . Alors, 

- si l,t sont p-prefiltrables alors l,t' sont p-prefiltrables , 

- si t est p-safe alors t' est p-safe, 

- sil,t sont p-calculables alors l,t' sont p-calculables. 
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Preuve : Si le terme t G Tjr alors t = t' et le lemme est clairement vrai. Nous considerons par 
la suite que t ^ Tjr. 

Puisque l,t sont p-prefiltrables alors le terme I subsume faiblement le terme t et done 
toute position fonctionnelle du terme I est une position fonctionnelle du terme t ou n'est 
pas une position du terme t. Ainsi, pour toute position d'une application de substitution 
dans t, la position correspondante dans /, si elle existe, est la position d'un indice. Les 
applications de substitution dans t sont eventuellement reduites par — >a mais les positions 
correspondantes dans I sont des positions variables et done, l,t' sont p-prefiltrables. 

En regardant les regies d'evaluation de la Figure 7.3, nous pouvons noter qu'un ensemble 
vide ou ayant plus d'un element pent etre engendre dans le terme t' seulement si un tel 
ensemble existe dans le terme t. Puisque t est p-safe ceci n'est pas possible et done t' est 
p-safe. 

Ainsi, les proprictcs de termes p-prefiltrables et p-safes sont proservees par la relation — >cr 
et done, la propriete de termes p-calculables est preservee par la relation — □ 

La confluence du pcr-calcul est obtenue en montrant que les conditions pour le lemme de 
Yokouchi sont satisfaites par les relations — >a*F]^a* et — ^a*Sa*- Nous montrons d'abord que la 
relation — ^a*Sa* est confluente et terminante, ensuite nous prouvons la confluence forte de la 
relation — ^(7*F^^a* et flnalement nous montrons que le diagramme de Yokouchi est satisfait par 
les deux relations. 

Lemme 7.5 Si t — t' st t — >s u, alors il existe u' tel que t' —^a u' et u — >(T*Sa* u' . 




u' 



<7*S<7* 



Preuve : Puisque les cjp-radicaux ne peuvent pas apparaitre dans un 5et-radical nous devons 
seulement analyser les cas generes par une cxp-reduction. Nous montrons seulement le cas 
de la regie Distrib, toutes les autres preuves sont faites d'une maniere similaire. 

app 



[{Ui, . . .,Un}]iv){s) — 

Distrib 

{[m]{v),...,[m]{v)}{s) 

set 



[{Ui,. . . ,Un}{s)]iv{s)) 



set 



[{ui{s),...,Un{s)}]{v{s)) 
Distrib 



{[m]{v){s),. . . , [u,]{v){s))} {[m{s)]{v{s)), [m{s)]{v{s))} 

Nous utilisons les regies d'inforence Distrib (relation — ^5) et app, set (relation 
Lemme 7.6 La relation — >a*Sa* est confluente et terminante. 



Preuve : La relation — est confluente par le Lemme 3.4. La terminaison de la relation — >s 
a ete montre dans le Lemme 3.3 en utilisant une methode basee sur des interpretations 
polynomiales. Nous pouvons aussi utiliser les interpretations polynomiales suivantes afln 
d'obtenir la meme propriete. 
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Pi{[u]{v)) = 


= Pi{u) * Di{v) + Pi{v) * Di{u) 






Pl{u -^n V) 


= Pi(m) * Di{v) + Pi{v) *Di{u) + 2* D2{u) * D2{v) 






Pl{{Ul,..., 


Un}) = Pl{ui) + ... + Pi{Un) + 2 






Pi{f{ui,... 


,U„)) = Pl(ui) * Di{u2) * ... * DUUn) + . . . + -Pi(u„) 


* Di{ux) * . . 


* Di{Un-l) + 
* Di{Un) 


PrU) = 2 








Di{{ui, . . . 


Uni) = Vi{ui) + . . . + Ui(Un) + I 






U\[U) = I 








MMiv)) = 


-- P2{u) * D2{v) + P2{v) * D2{u) + D2{u) * £»2(v) 






P2{U V) 


= 2 * (P2(m) * D2{v) + P2{v) * D2{u)) 






P2{{UI,..., 


Un}) = Pl(ui) + . . . + PlK) + 1 






Piifiui,... 


, W„)) = P2(wi) * .02(^2) * ... * £>2(Wn) + . . . + P2(Wn) 


* 1)2 * . . 

£'2(ui) 


* D2{Un-l) + 
* .. .* D2{Un) 


Plif) = 1 








D2{{U1,... 


Un}) = D2{ui) + ... + £>2K) + 1 






D2{u) = 1 









La relation — est confluente et terminante par le Lemme 7.1 et le Lemme 7.2. 

Afin de prouver la terminaison de la relation — ^a*Sa* nous utilisons la meme methode que 
dans le Lemme 7.2. Puisque les interpretations polynomiales presentees ci-dessus pour les 
regies de — >s sent incluses dans celles du Lemme 7.2 pour les regies de — ces dernieres 
peuvent etre utilisces pour montrer la terminaison de la relation globale — >o-*Sct*. 

En partant de la coherence entre les deux relations montree dans le Lemme 7.5 et de la 
terminaison de — ^5 et — >a- nous obtenons immediatement par induction sur le nombre 
de reductions : 



t' 



et 





u' 



u 

a*Sa* 



t' 





a* \ / (a* 5a*)* 

v! 



En utilisant ce dernier diagramme et la confluence des deux relations nous obtenons la 
confluence de — ^a*Sa* par induction sur le nombre de reductions — >a : 
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s* y a* 



((t*5ct*)* 



□ 



<T* S <7* 



a* S a* y 



induction 



(a*Sa*y 



Nous procedons d'une maniere similaire afin de prouver la confluence forte de la relation 
— ^(T*F||(T*- Nous montrons d'abord que la relation — >f^^ est fortement confluente et ensuite nous 
prouvons qu'un diagramme de coherence similaire a celui du Lemme 7.5 est obtenu pour les 
relations — >f^^ et — >o-- 

Lemme 7.7 La relation — ^F\\ est fortement confluente : 

to 





t2 



^11 / ^1 



t3 

Preuve : Les regies Fire, Congruence et C ongruence _f ail sont lineaires a gauche et sans paires 
critiques ([Hue80]). □ 



Nous analysons maintenant la correspondance entre les solutions des problemes de filtrage 
(/ ^0 t) et (/ ^0 t') oil t — >fj t' ■ Nous obtenons un resultat similaire a ceux obtenus dans 
le p0-calcul pour la relation — dans le Lemme 3.10, ou pour la relation —^s, dans le 
Lemme 3.14. 



Lemme 7.8 Etant donnes les pa-termes l,t ett' et une substitution s tels que l,t sont des termes 
p-prefiltrables et t{s) — >„■ t' ■ Alors, nous avons : 

a. Si ui u„.I]D) est la solution de (I t) et vi ■u^JD est la solution de {I <IC0 t') (avec 

n I'indice maximal de I), alors Ui{s) —^a vi. 
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b. Si Solutionil <C0 t) = $, alors Solution{l <C0 t') = 0. 

Preuve : Si t G Tjr alors, t' = t est le lemme est trivialement vrai. Pour le cas ou t ^ Tj^ nous 
procedons par induction sur la structure du pa-terme t. 

Le cas de base : t = n, avec n € N*. 

Puisque l,t sont p-prefiltrables alors I subsume faiblement t et conformement a la Remar- 
que 7.1, nous pouvons considerer I = \. 

a. t = n, avec t G N* 

Nous obtenons (/ ^0 t) = (1 n) avec la solution n.ID et (/ t') = (1 <C0 t') 
avec la solution f/.ID. Puisque n{s) — t' alors la propriete est verifiee. 

b. Puisque I est un indice {I ^0 t) ne pent pas echouer. 
Induction : 

Conformement a la Remarque 7.1 le seul cas oii Z 7^ 1 est obtenu pour t = f(ti, . . . 
Les cas ou I = 1 sont immediats. 

a. Si {I <C0 t) n'echoue pas alors le terme I doit etre de la forme I = f{h, . . . ,ln)- 

Si t = f{h,...,tn) alors t{s) = /(ti, . . . , . . . , et t' = 

f{t[,...,t'j^) avec ti{s) — t'i et puisque les termes l,t sont p-prefiltrables alors 
li,ti sont /9-prefiltrables. L'equation (/ -Cjj t) est transforme en (Ai=i,...,n "^0 

avec la solution ui 'U„.I]D). Par hypothese d'induction, si la solution de (Zj <i;0 fj) 

est la substitution ui Um-^ alors la solution de {li t'^ est la substitution 

vi Um-IB avec Uk{s) Vk, k = 1 . . .m. L'equation {I t') est transformee en 

(Ai=i n^i ^0 ^^'^'6*^' solution vi t;„.IID et par la linearite de / les solutions 

des {li <C0 t'j) sont disjoints et done, la propriete est verifiee. 

b. Conformement a la Remarque 7.2, I'echec peut etre obtenu seulement en appliquant la 
regie de filtrage SymbolClash a la position de tete ou a des positions plus profondes. 

Nous pouvons avoir I = f{li, . . . ,ln) et soit t = f{ti, . . . , t„) et t' = f{ti, . . . , tn){s), 
soit t = g{ti, . . . , tm) et t' = g{t'^, ■ ■ ■ , t'^) avec / / 5 et ti{s) — ^o- t'^. Dans les deux 
cas {I <?;0 t') echoue aussi. Si Z = f{li, . . . ,ln), t = f{ti, . . . , tn) et t' = /(t'l, . . . , t^) 
avec ti{s) — alors, la regie de filtrage SymbolClash appliquee pour un probleme 
{k ^0 ti) inene a un echec de filtrage et par induction (Zj <C0 t'j) echoue et ainsi, 
(Z ■C0 t') echoue. 

□ 

Nous devons noter que le filtrage {I ^0 t') peut echouer meme si le filtrage (Z <C0 t) n'echoue 
pas et done, dans le premier point du Lemme 7.8 nous supposons que t' est suffisamment Cp-reduit 
pour garantir que le filtrage {I <C^ t') n'echoue pas. Nous pouvons par exemple considerer le terme 
t' tel que toutes les applications de substitution ont ete propagees par les regies d'evaluation du 
(Tp-calcul (Figure 7.3) jusqu'aux positions des indices du terme initial t. 

Lemme 7.9 Etant donnes les pa-termes t,t',u,u' tels que t — t' et t — >f^^ u, alors il existe 
un pa-terme u' tel que t' — ^a*Fua* u' et u u' . 
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t' 



s' 



Preuve : Puisque les radicaux — >fj ne peuvent pas apparaitre dans un radical — >f^i nous 
devons seulement analyser les cas generes par une o"p-reduction. 

Nous devons mentionner d'abord que si nous considerons deux entiers (indices de de Bruijn) 
m,n tels que m < n, alors m(f|-" (s)) = m et ceci est montre par la derivation suivante : 

m(F (s)) ^ (m - 1){V~^ (s)o T) 



vsl 

— > m 

II est facile de prouver par induction que pour tout terme t en CTp-forme normale qui contient 
seulement des indices inferieurs ou egal a n nous avons t^^" (s)) t- 

Nous considerons les pcr-termes I, t, r et t' et une substitution s tels que I, t sont p-prefiltrables 
et t{s) — >cr t' et nous montrons que si {a} = Solution{l -Cg t) et {/u} = Solution{l t'), 
alors il existe un pa-terme w tel que : 

r{r r{a){s) 
w 

Si nous considerons a = {ui u„JI])} et /i = {vi v„.I]D)}, nous avons les reductions 

suivantes : 

r(r {s)){fi) {r(r is)){vi Vn.m)} 

^{r{r is)ovi Vn.m)} 

{r{vi. F"^ is)ov2 Vn.m)} 

{r{vi Vn-l.i[{s)0Vn.m)} 

{r{vi Vn-s)} 

r{a){s) {r{ui u„JB)}(s) 

^ {r{ui Un.m){s)} 

{r{ui Un-W) o s)} 

> {r{Ui{s).U2 Un-MJI OS)} 

^ {r{ui{s) Un{s).s)} 

et puisque Ui{s) — Vi (Lemme 7.8) nous obtenons le resultat souhaite. 

Par consequent, si nous considerons les memes notations que precedemment et si r — r' 
alors nous montrons immediatement qu'il existe un pcr-terme w tel que : 
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{[I ^nr]ms) 
{r'{a)}{s) 
{r'{a){s)} 



Y 

w <■■ 



r)(s)](i(.)) 

[i{r is)) ^nr{r{s))ms)) 

\a* 

[I -nr(f («))](*') 



{r'ir {s)){fi)} 

Si le filtrage {I <^^^ t) echoue alors le filtrage {I <IC0 t{s)) echoue et le lemme est clairement 



vrai. 



Pour les regies Congruence et C ongruence _f ail les diagrammes sont similaires et nous le 
montrons seulement pour le premier cas : 

([/(Ul, . . . , Un)\{f{vi, Vn))){s) [f{ui, Un){s)]{f{vi, Vn){s)) 



• • • , [Un]iVn))}{s) [f{ui{s), ■ ■ ■ ,Un{s))]{f {vi{s) , . . .,Vn{s))) 



{fi[m{s)]iv,{s)),...,[Un{s)]iVn{s)))} 



□ 



Lemme 7.10 La relation — >a*Fi,a* est fortement confluente : 



to 



(7*-F|[(7* 

h 



0-* Flier* 



^3 



t2 



Preuve : En utilisant la coherence de — >f^^ avec — (Lemme 7.9) et la terminaison de — 
(Lemme 7.2) nous obtenons facilement par induction sur la reduction — : 





t' 



^* -^1 / 



En utilisant ce dernier resultat et la confluence des deux relations — ^f^^ et — nous 
obtenons la confluence de — ^a*Fua* par induction sur le nombre de reductions — >a '■ 
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a* Fu a* 



a* 



a* F« a* 



a* Fii a* 



a* F„ c* 



induction 



C* F|| (T* 



(T* F|| a* 

□ 

Nous avons prouve la confluence de la relation — >(t*s<7* et la confluence forte de la relation 
— ^(j*F\\a*- II nous reste done a montrer la coherence entre ces deux relations. Pour cela nous 
avons besoin d'un resultat de coherence entre les relations — >p^^ et — modulo la relation 
— similaire a celui obtenu dans le Lemme 3.20 pour le p^-calcul. La preuve de ce dernier 
lemme aussi bien que celles des lemmes auxiliaires utilises sont facilement adaptees pour le cas 
de substitutions explicites. 

Lemme 7.11 Etant donnes les pa-termes t,t',u,u' iels que t — >s t' ett — ^p^^ u, alors il existe 
un pa-terme u' tel que t' -—-^a'^Sa* — ^Fn——^a*Sa* 'f^' u —-^a'Sa* ■ 




{a* So*)* F|| {<x*Sa*)* \ / (a' Sa')* 

u' 

Preuve : La preuve est tres similaire a celle du Lemme 3.20 du p-calcul mais dans le cas du 
pcr-calcul I'application de substitution est decrite par les regies d'6valuation du o"p-calcul et 
les reductions correspondantes sont illustrees explicitement dans le diagramme du lemme. 
□ 



Lemme 7.12 Les relations — ^a*F\\a* — ^a*Sa* satisfont le diagramme de coherence suivant : 
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t' s 

{a*Sa*)* a*F\\a* {c* Sa*)* \ / {<J* Sa*)* 

s' 

Preuve : En utilisant la coherence de — >f^\ avec — (Lemme 7.9) et la terminaison de — ^o- 
(Lemme 7.2) nous obtenons facilement par induction sur la reduction — '■ 

^ et par la confluence de — >o- (Lemme 7.1) f 

<T*F||<T* 



t' 






0-* Fii 0-* 



/ 



t' 



De la meme maniere, en utilisant la coherence de — ^5 avec — (Lemme 7.5) et la 



terminaison de — >cr nous obtenons : 




t' 




a" \, / 0-* S a* 



Par la confluence de — >„■ et la terminaison de — ^a*Sa* (Lemme 7.6) nous pouvons etendre 
le diagramme precedent a 

f et respectivement ^ 

a*Sa* / \ <T* (o-'So-*)* / \ <t* 



s' s' 
En utilisant les diagrammes ci-dessus et le Lemme 7.11 nous obtenons la propriete souhaitee 
par induction sur le nombre de reductions — >o- '■ 



- {<j*Sa*)* 



(o-*5<T*)* 
{a*Sa*y 



(o-*S<r*)* 



((t*5ct*)* ct*F||(t* (ct*5ct*)* 
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a* 



a*Sa* 



induction 



{a*Sa*)* 



((t*5(t*)V*F||(t*(ct*5ct*)* 
a*Fn(T* 



a*S<7* 




(o-*So-*)* 



{a*ScT*)*a*Fua* {a*Sa*)* 



□ 



Theoreme 7.1 Le pa-calcul est confluent. 

Preuve : Nous appliquons le Lemme de Yokouchi (Lemme 1.2) pour les relations — >o-*F||o-* et 
— ^a*Sa* et nous obtenons ainsi la confluence de la relation —^cr*Sa* — ^a*F^^a*~^cT*Sa* ■ 
Les proprietes suivantes sont verifiees pour les deux relations : 

— ^a*Sa* est confluente et terminante (Lemme 7.6), 

— *^(T*F||(T* est fortement confluente (Lemme 7.7), 

— ^(T*F||(T* et — *a*S(7* verifient le diagramme de Yokouchi (Lemme 7.12). 
Nous procedons de la meme maniere que dans le Lemme 3.13 et nous obtenons les inclusions 
— >i?C — — ^F, et done, la relation ( — ^a*Sa* — ^a*Fa* — ^a*Sa*)* est la fermeture 
transitive de la relation —-^a*Sa* — ^(7*F^^a*—-^(j*Scr*- 

Ainsi, par le Lemme 3.7 nous obtenons la confluence de — -^(t*5(t* — *a*Fa*—^a*Sa*- ^ 



7.5 Le pcr-calcul comme calcul de reecriture d'ordre superieur 

Nous avons presente le pcr-calcul comme une version explicite du p-calcul oii I'application de 
substitution est definie au niveau objet calcul. Nous avons adapte le c7-f|.-calcul de substitution 
utilise dans le Acr^-calcul pour la syntaxe du pa-calcul et nous avons utilise une approche sim- 
ilaire a celle proposee dans [CHL96] pour prouver la confluence du calcul ainsi obtenu. Bruno 
Pagano a introduit dans sa these les "eXplicit Rewrite Systems" [Pag97], des systemes de reecri- 
ture d'ordre superieur utilisant le a^-calcul comme mecanisme de substitution et a donne des 
conditions assurant la confluence de tels systemes. La preuve de confluence d'un XRS revient ainsi 
a tester que les regies de reecriture verifient certaines proprietes, parfois simplement structurelles 
ou locales. Nous avons done represente le pcr-calcul comme un XRS et analyse les conditions de 
confluence dans ce cas. 



^pr6sent6 brifivement dans dans la Section 1.3.5 
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7.5.1 explicit Rewrite Systems - XRSs 

L'objectif des XRSs est de definir des extensions du Acr^-calcul permettant d'ajouter de 
nouveaux lieurs et done, d'associer a certains symboles de la signature des regies de propagation 
plus generates que celles utilisees dans le Acr^-calcul. Le calcul de substitution pour une signature 
quelconque est ainsi inspire du cr-(|-- calcul. 

Definition 7.5 Etant donnee une signature F, I'ensemble de termes est definie par : 
Termes t : := xt \ n \ f(t,...,t) \ t{s) 

Substitutions s ; ;= | IB | | | fl^ (s) | t.s \ s o s 

ouneN* et f eF. 

Un symbole / de F peut etre un symbole du premier ordre ou un lieur (symbole d'ordre 
superieur) et ceci est decrit au niveau des regies du calcul de substitution. Pour chaque symbole 
/ de F d'arite n, on associe un n-uplet d'entiers (pi, . . . ,Pn) appele Varite de liaison de / et une 
regie : 

Un symbole dont I'arite de liaison est de la forme (0, .... 0) est un symbole du premier ordre. 
Un symbole dont I'arite de liaison contient un pi non-nul est un symbole d'ordre superieur. On 
peut remarquer que si on considere un symbole A d'arite de liaison (1) alors nous obtenons la 
regie Lambda du cr.|^-calcul. 

Definition 7.6 Etant donnee une signature T, la relation de reduction or est definie par I'ensem- 
ble de regies de reecriture du a-^-calcul mains celles relatives aux symboles d'application et d'ab- 
straction et par les regies f-^ pour tout symbole f deT. 

Le systeme de reecriture defini par les termes de F^ et par la relation or est appele T.ff-calcul. 

Le F.[|.-calcul decrivant le calcul de substitution est enrichi par un ensemble de regies de 
reecriture decrivant les calculs effectifs. Ces regies de reecriture sont definies non seulement sur 
I'algcbre engendrce par F mais sur les termes de F^. On obtient ainsi les systemes de reecriture 

avec substitutions explicites. 

Definition 7.7 Etant donnee une signature F et un ensemble de regies de reecriture IZ sur Fj|. 
tel que toute regie verifie les conditions suivantes : 

- le membre gauche est lineaire, 

- les membres gauche et droit sont de la sorte Terms, 

- le membre gauche est un terme de I'algebre engendree par F. 

Le systeme de reecriture defini par F^ et la relation or U 7?. est appele un systeme de reecriture 
avec substitutions explicites et noie XRS[F, 7^]. 

Une regie de reecriture du XRS[F,7?.] est dite du premier ordre si son membre droit est un 
terme de I'algebre engendree par F. Les autres regies sont dites des regies d'ordre superieur. 
L'ensemble de regies du premier ordre est note TZ^ et I'ensemble de regies d'ordre superieur est 
note TZ^ . 

Dans [Pag98] et [Pag97], Pagano montre plusieurs theoremes permettant de prouver la con- 
fluence d'un XRS si differentes conditions sont verifiees par les regies du XRS. L'objectif est 
d'utiliser des conditions sur TZ simple a verifier, c'est-a-dire qui se ramenent a des proprietes 
structurelles ou locales. Nous presentons ici un de ces theoremes. 
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Theoreme 7.2 ([Pag98]) Etant donnee une signature T et les ensembles de regies de reecriture 
TV- et TZ^ sur tel que : 

- TZ^ est orthogonal et orthogonal avec TZ^, 

- toutes les regies de TZ^ et de TZ^ sent lineaires a, gauche, 

- TZ^ est confluent surV^. 

Le systeme de reecriture avec substitutions explicites XRS[r,7?.^ UTZ^] est confluent. 

7.5.2 Le pcT-calcul comme XRS 

On peut definir immediatement un XRS representant le Atr^-calcul en precisant que le symbols 
A a I'arite de liaison (1) et I'ensemble de regies TZ contient une seule regie d'ordre superieur : 

{Xt)u t{u.id) 

En utilisant les theoremes de confluence pour les XRSs on peut montrer que le systeme de 
reecriture avec substitutions explicites XRS[{A, (..)}, Beta] (i.e. le Xa^if-calcul) est confluent. 

Nous voulons done utiliser une approche similaire et decrire le pc-calcul comme un XRS. II 
faut done definir I'arite de liaison de chaque operateur du pa-calcul. En prenant les arites de 
liaison (0, . . . , 0) pour le symbole d'ensemble ({}) et pour tons les symboles / de la signature 
du pcr-calcul, (0,0) pour I'operateur d'application ([]()) et (n,n) pour I'operateur d'abstraction 
{-^n) nous obtenons les regies set, op, app et lam, du (Tp-calcul. 

Nous obtenons ainsi le XRS[rp,7^p] ou Tp est la signature contenant les symboles d'une 
signature du premier ordre et les operateurs [](), {} et — et TZp = TZ^ U TZ^ avec I'ensemble 
TZp contenant les regies Congruence, C ongruence _f ail , Batch, Switchn, OpOnSet et Flat et 
I'ensemble 7^^ contenant la regie Fire. 

Ainsi, prouver la confluence du pcr-calcul revient a prouver la confluence du systeme de 
reecriture avec substitutions explicites XRS[rp,7^p] et il suffit done de montrer que les conditions 
de confluence imposees pour les regies de TZp sont satisfaites. 

Ces conditions ne sont pas verifiees si aucune condition n'est imposee pour la regie Fire. 
Malheureusement les theoremes de confluence pour les XRSs ne sont pas applicables non plus 
si nous utilisons la regie conditionnelle FirCc presentee dans la Section 7.4 et imposant une 
condition de termes p-calculables. 

Nous pouvons renforcer les conditions de cette regie afin d'utiliser les theoremes de confluence 
et en particulier le Thoorome 7.2 mais la condition d'orthogonalitc est trcs forte et nccessite une 
condition dans la regie Fire permettant d'eviter les paires critiques entre cette regie et les 
autres regies du calcul. Ceci implique I'application d'une regie de reecriture Z — >■ r a un terme t 
seulement si tous les termes l,r,t ne contiennent pas d'ensemble et de radical, ce qui represente 
une restriction forte par rapport aux objectifs que nous nous sommes flxe au depart. 

Conclusion 

Nous avons decrit dans ce chapitre une version du p0-calcul avec substitutions explicites, le 
per- calcul. 

Nous avons etendu la syntaxe du p-calcul en introduisant les definitions des substitutions et 
un operateur decrivant leur application. Le calcul de substitution est une extension du (T-f|.-calcul 
[CHL96] et il peut etre obtenu comme une instance du F^i-calcul [Pag97]. 

Une preuve de la confluence du pcr-calcul utilisant une strategic restrictive d'evaluation est 
obtenue immediatement si on le considere comme un XRS et qu'on utilise les theoremes de 
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confluence de XRSs [Pag98]. Puisque les conditions qu'on doit imposer en utilisant cette methode 
sont relativement fortes, nous avons employe une approche inspiree de celle utilisee pour la 
preuve de confluence du Aa^-calcul, ce qui nous a permis d'obtenir la confluence sous les memes 
conditions que pour le pg-calcul. 
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Conclusion 



Nous nous sommes consacres au cours de ce travail a I'etude d'un calcul suffisamment puissant 
pour decrire non seulement la rcccriture avec des regies conditionnelles mais aussi leur controle. 
Nous avons ainsi propose le p-calcul qui integre les proprietes complement aires de la reecriture 
du premier ordre et du A-calcul ainsi que des caracteristiques permettant d'exprimer le non- 
determinisme. Ce calcul nous permet la description des langages bases sur la reecriture et nous 
avons analyse plus en detail la description des regies et strategies du langage ELAN. 

Au cours de la mise en oeuvre du p-calcul nous avons ete amenes a choisir parmi plusieurs 
approches possibles pour la representation des termes, pour les regies d'evaluation, pour le sys- 
teme de types, etc.. Nous avons discute nos principaux choix et nous avons egalement presente 
des approches differentes a celles choisies. 

Le calcul 

L'application d'une regie de reecriture n'est pas une operation explicite dans la definition 
de la relation la reecriture. Si I'ensemble de regies de reecriture est confluent et terminant, 
I'ordre et la position d'application des regies ne sont pas significatives par rapport au resultat 
final. Neanmoins, on est souvent amenes a utiliser des systemes de reecriture ou I'ordre et la 
position d'application sont essentielles soit pour la valeur du resultat obtenu, soit simplement 
pour I'efficacite de I'execution. Nous avons done considere l'application comme une operation au 
meme niveau du calcul que I'abstraction, c'est-a-dire que les regies de reecriture. 

PTiisque l'application est un objet du calcul, on peut I'utiliser dans la construction de regies 
de reecriture obtenant ainsi des regies oii les membres gauche et droit peuvent etre autre chose 
que de simples termes du premier ordre. Les applications dans le membre droit d'une regie 
peuvent etre vues comme des operations locales et en effet ce type de constructions est utilise 
pour decrire les regies de reecriture avec affectations locales. Grace a I'expressivitc du filtrage 
I'utilisation des applications dans le membre droit d'une regie permet aussi la representation des 
regies de reecriture conditionnelles. Nous nous sommes concentre dans cette these sur I'utilisation 
des regies de reecriture avec un terme du premier ordre comme membre gauche mais I'etude des 
regies construites sans aucune restriction fait partie de nos perspectives. 

Nous obtenons ainsi un calcul similaire au A-calcul avec motifs oii I'abstraction est faite non 
seulement par rapport a une variable mais en considerant aussi le contexte de la variable. Ce 
type d'abstraction nous donne une information purement syntaxique sur le contexte de la variable 
mais ne peut pas exprimer d'autres proprietes du contexte. Nous avons done introduit comme 
parametre du pT-calcul la theorie T decrivant le comportement des symboles de la signature. 
Ceci nous permet d'exprimer implicitement des proprietes pour les symboles comme, par exemple, 
I'associativite et la commutativite de I'operateur "+" de I'arithmetique. 

Le filtrage utilise pour lier les variables a leurs valeurs actuelles est effectue dans la theorie 
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T et dans certains cas pent mener a des solutions multiples et done a des resultats difFerents. 
Puisque nous voulons memoriser tous les resultats possibles d'une application nous avons choisi 
de representer I'ensemble des resultats au niveau objet du calcul. Ainsi, un ensemble vide de 
resultats reprcsente un cchec de filtrage et un ensemble ayant plus d'un clement reprcsente les 
resultats non-deterministes d'une application. Les ensembles vides ainsi que les ensembles ayant 
plus d'un element sont strictement propages dans le sens oii une sous-reduction menant a un 
ensemble vide ou ayant plus d'un element conduit a un resultat vide ou ayant plus d'un element 
pour la reduction principale. 

La representation des resultats au niveau objet du calcul permet la construction des regies de 
reecriture avec un ensemble comme membre droit et done, avec un comportement explicitement 
non-deterministe. Une strategic qui applique une des regies d'un ensemble de regies de reecri- 
ture d'une fagon non-deterministe est representee directement dans le /9-calcul par I'ensemble 
contenant les regies respectives. 

Nous avons ainsi obtenu un calcul dont les objets sont construits en partant d'une signature 
et en utilisant le symbole d'abstraction "— ^"^ le symbole d'application "[ ]( )" et les ensembles 
comme moyen d'encapsulation. Le resultat d'une reduction dans le p-calcul est soit un ensemble 
vide reprcsentant I'cchec de I'application, soit un singleton reprcsentant un resultat dcterministe, 
soit un ensemble ayant plusieurs elements representant un choix non-deterministe de resultats. 

L'application d'une regie de reecriture Z ^ r a un terme t, ecrite [I — r]{t), consiste a verifier 
que le terme / subsume (filtre) le terme t et si c'est le cas, reecrire le terme t en le terme r ou les 
variables sont remplacees par les termes obtenus en filtrant t avec I. Le filtrage entre les termes I 
et t ainsi que l'application de substitution resultant de ce processus sont des mecanismes decrits 
au niveau met a du jO- calcul. 

L'algoritlime de filtrage est done utilise pour lier les variables a leurs valeurs actuelles. Au 
cours de cette these nous nous sommes concentre sur les proprietes du p0-calcul, c'est-a-dire le 
p-calcul avec un filtrage syntaxique. Dans le cas general, le pr-calcul pent utiliser toute theorie 
et en particulier un filtrage equationnel ou un filtrage d'ordre superieur avec motifs, mais si dans 
ces cas le pouvoir d'expression est clairement superieur au cas syntaxique, il est plus difficile 
d'etudier les proprietes des calculs obtenus. 

Comme dans tous les calculs utilisant des lieurs, nous utilisons dans le p-calcul la substitution 
d'ordre superieur et non le remplacement du premier ordre et done, nous utilisons I'a-conversion 
pour eviter la capture des variables. 

Substitutions explicites 

Nous avons aussi propose une version du calcul ou l'application de substitution est decrite au 
meme niveau que les autres regies d'evaluation du calcul. En s'inspirant des A-calculs avec sub- 
stitutions explicites, et du Xa-^f en particulier, nous avons developpe le p-calcul avec substitutions 
explicites, appele le pcr-calcul. 

Nous avons etendu la syntaxe du p-calcul en introduisant les definitions des substitutions 
et un operateur d'application de substitution. En utilisant le Acr^ comme point de depart, nous 
avons introduit des nouvelles regies d'evaluation pour decrire le comportement des substitutions. 

Confluence 

Nous avons etudie la confluence du calcul en se concentrant sur le cas du p0-calcul et nous 
avons remarque immediatement que cette propriete n'est pas verifiee, principalement a cause 
du filtrage limite et de la manipulation des ensembles. La theorie de filtrage syntaxique est 
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tres simple mais dans le meme temps n'est pas assez puissante pour permettre suffisamment 
d'applications de regies de reecriture. Afin de resoudre ce probleme nous aurions pu utiliser un 
filtrage d'ordre superieur mais nous avons prefere garder le filtrage dans une theorie vide et 
imposer des strategies d'evaluation garantissant la confluence. 

Une premiere strategic confluente consiste a reduire I'application d'une regie de reecriture 
seulement si le sujet de I'application est un terme clos du premier ordre. Nous evitons ainsi tons 
les problemes induits par le filtrage sur des termes contenant des radicaux et par I'utilisation des 
ensembles. Cette strategic est naturcllc et simple a implanter mais relativcmcnt restrictive. 

Nous avons done introduit des conditions plus fines sur I'application d'une regie de reecriture 
et nous avons montre que ces conditions garantissent la confluence. De plus, les strategies que 
nous avons proposees deviennent triviales (c'est-a-dire n'imposent aucune restriction) pour des 
restrictions du p0-calcul general a des calculs plus simples comme le A-calcul. 

En ce qui concerne le pcr-calcul, nous nous sommes limite dans cette these a une version 
avec substitutions explicites du p0-calcul et, en s'inspirant des approches utilisees dans [CHL96] 
et [Pag98], nous avons montre que le pcr-calcul est confluent dans les memes conditions que le 
/90-calcul. 

Typage et terminaison 

La seconde propriete nous permettant de conclure a I'unicite des formes normales est la 
terminaison. 

Le p-calcul n'est evidement pas terminant dans le cas non-type. Afin de recuperer cette 
propriete nous avons precede comme d'habitude et nous avons impose une discipline plus stricte 
sur la formation des p-termes en introduisant une information de type pour chaque terme. 

Nous avons presents un systeme de types pour le /90-calcul permettant de typer un p-terme 
ensemble par le type de ses elements. Nous avons montre que la reduction de tout terme bien 
type est finie et preserve le type du terme initial. 

Extension du calcul 

Dans le p-calcul nous pouvons decrire explicitement I'application d'une regie de reecriture 

a une certaine position d'un terme de la mcme fagon que I'application d'une abstraction est 
explicite dans le A-calcul. Dans la reecriture cette information d'application n'est pas explicite 
et nous voulons representer ce comportement dans le p-calcul. 

Contrairement a la reecriture ou une regie pent etre appliquee seulement aux termes subsumes 
par le membre gauche de la regie, dans le p-calcul I'application d'une regie de reecriture pent 
echouer a cause d'un cchec de filtrage. Le test d'un cchec d'application s'avcre une tache plus 
difficile dans le p-calcul et nous avons ete amenes a introduire un nouvel operateur permettant de 
decrire cette propriete. Le calcul obtenu en ajoutant la description de cet operateur an jO-calcul 
est appele le /3^**-calcul. 

En partant des opcrateurs du p-^^'^-calcul nous avons defini des operateurs de parcours de 
terme et un operateur permettant la description de I'application repetee d'un p-terme a un 
autre p-terme. Ces derniers operateurs nous permettent, par exemple, de definir des p-termes 
representant la normalisation innermost et outermost par rapport a un ensemble de regies de 
reecriture. 

Nous n'avons pas etudie en detail la confluence de ce calcul mais les strategies d'evaluation 
utilisees dans le cas de base peuvent etre facilement adaptees pour tenir compte des nouveaux 
operateurs introduits dans le p''^**-calcul. 
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Expressivite du calcul 

Le p-calcul est conceptuellement simple tout en etant tres expressif. Ceci nous a permis 
de representer les termes et les reductions du A-calcul et de la reecriture conditionnelle. Nous 
avons propose une traduction entre les A-termes et les p-termes et nous avons montre que les 
reductions des termes correspondants sont equivalentes modulo la manipulation des ensembles, 
manipulation qui est triviale dans ce cas. 

Nous avons presente une methode de construction d'un p-terme avec une p-reduction similaire 
a la reduction d'un terme par rapport a un systeme de reecriture. Un tel terme est construit en 
utilisant les etapes intermediaires de la reduction ou autrement dit, les termes de preuve de la 
logique de reecriture. Puisque toute I'information de reduction est explicite dans les p-termes 
ainsi obtenus, ces termes sont tres compliques et particulierement dans les cas oii des regies 
de reecriture conditionnelles sont utilisees. Les termes du /9^**-calcul representant des strategies 
de normalisation nous ont permis d'obtenir un codage naturel et plus concis de la reecriture 
conditionnelle. 

En partant de la representation des regies de reecriture conditionnelles nous avons montre 
comment le p-calcul pent etre employe pour donner une semantique a I'application des regies 
du langage ELAN. Puisque les regies de reecriture du p-calcul peuvent contenir des applications 
dans le membre droit, la representation des regies ELAN avec affectations locales est immediate, 
mais la combinaison des methodes utilisees pour les regies purement conditionnelles et pour les 
regies contenant que des affectations locales doit etre faite soigneusement. La construction de 
factorisation d'ELAN permettant de definir plusieurs reductions possibles pour un meme terme 
de depart est naturellement representee en p-calcul par une regie de reecriture avec un ensemble 
representant les reductions possibles comme membre droit. 

Les strategies ELAN sont, dans la plupart des cas, representees directement dans le p-calcul. 
En effet, I'expressivite du p-calcul nous a permis de representer explicitement le mecanisme d'e- 
valuation ELAN, base sur I'utilisation d'une strategic de normalisation innermost pour les regies 
non-nommees et des strategies definies pour les regies nommees. Nous pouvons done representer 
un programme ELAN par un p-terme approprie ; le p-calcul fourni done une semantique opera- 
tionnelle complete au langage ELAN. 

Perspectives 

Nous voyons deux directions principales pour continuer ce travail : d'une part I'analyse des 
proprietes du p^-calcul oii T est une theorie de filtrage plus elabore que la theorie syntaxique 
et d'autre part, I'utilisation et eventuellement I'amelioration de V expressivite du calcul afin de 
decrire d'autres formalismes et langages. 

Proprietes du pT-calcul 

Nous avons montre la confluence du pg-calcul ainsi que la terminaison du p0-calcul type et 
nous voulons etendre ces proprietes pour d'autres instances du pr-calcul general et principale- 
ment pour les cas des theories equationnelles. 

La preuve de la confluence du p0-calcul a etc rcalisee en separant les proprietes qui utilisent les 
caracteristiques du filtrage employe et les proprietes independantes de la theorie du filtrage. Les 
proprietes de la relation Set engendree par les regies d'evaluation decrivant le comportement des 
ensembles ne sont pas influencees par la theorie de filtrage utilisee mais la confluence de la relation 
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FireCong decrivant I'application d'une regie de reecriture depend fortement des caracteristiques 
du filtrage utilis6. Afin de montrer la confluence du pT-calcul nous devons exhiber les conditions 
sur la theorie T de filtrage nous permettant de prouver la stabilite du nombre de solutions 
par rapport a la reduction ainsi que de montrer que les lemmes du cas syntaxique sont valides 
pour chaque solution. La theorie de filtrage intervient aussi dans la coherence entre les relations 
FireCong et Set et le lemme montrant cette propriete dans le cas syntaxique doit etre etendu 
afin de prendre en compte un filtrage eventuellement non-unitaire. 

Nous envisageons une description generique des conditions qui doivent etre imposees pour le 
filtrage dans la theorie T afin d'obtenir la confluence du pT-calcul et ensuite montrer que ces 
conditions sont satisfaites pour des theories particulieres telles que I'associativite et la commu- 
tativite. 

De la mcme manicre, des conditions generiques pour le filtrage seront utihsces pour la preuve 
de terminaison du pT-calcul type. En plus, I'extension dans un cadre type de I'algorithme de 
filtrage utilise dans le cas non-type doit garantir que les substitutions obtenues sont bien bien 
typees. Une autre extension possible du systeme de types existant est la description du polymor- 
phisme. 

Expressivite du pT-calcul 

L'analyse de V expressivite du p-calcul doit etre certainement continuee. Nous avons montre 
que le p-calcul de base est suffisamment puissant pour exprimer explicitement des reductions 
dans differents formalismes et nous avons introduit de nouveaux operateurs dans le /3^**-calcul 
permettant d'exprimer certains reductions d'une maniere plus concise. Nous voulons, d'une part 
representer d'autres formalismes dans le p-calcul et d'autre part simplifier la definition des opera- 
teurs du /9^'^*-calcul. 

On doit ainsi analyser la possibility d'exprimer les operateurs definis dans le p''^**-calcul d'une 
manicre plus simple et eventuellement directe. Un premier challenge sera la representation d'un 
operateur testant I'echec en utilisant seulement les operateurs du /30-calcul mais ceci semble une 
tache difficile dans un calcul oii I'echec est une propriete propagee strictement. Deuxiemement, la 
plupart des operateurs du /9^**-calcul out ete d6finis en utilisant un operateur de point fixe inspire 
du combinateur de point fixe de Turing du A-calcul. Get operateur n'utilise pas la puissance du 
filtrage et on pent se demander si une construction plus astucieuse ne pent pas etre realisee en 
exploitant toute les caracteristiques du /90-calcul. 

Nous avons montre que le pg-calcul permet la representation du A-calcul et de la reecriture 
mais aussi des langages basces sur ces formahsmes. Le langage ELAN en est un exemple et 
cette approche pent etre appliquee a beaucoup d'autres cadres, y compris des langages bases 
sur la reecriture comme ASF+SDF [Deu96], CafeOBJ [FN97], Maude [CELM96], ML [Mil84] 
ou Stratego [Vis99] mais egalement a des systemes de production et systemes de transitions 
non-dcterministes. Les domonstrateurs de thcorcmes utilisant la reecriture reprcsentent un autre 
domaine d'interet pour notre approche et plus particulierement nous envisageons I'utilisation 
du /9-calcul pour la representation des "tactics" et "tacticals" des prouveurs comme par exemple 
LCF [Pau83, GMW79], HOL [GM93] ou Goq [BBG+97]. 

En partant de la representation du A-calcul et de la reecriture du premier ordre nous envis- 
ageons d'approfondir la liaison entre le pT-calcul et les systemes de reecriture d'ordre superieur. 
Si la formalisation de la correspondance entre le p-calcul et les extensions algebriques du A-calcul 
doit etre relativement facile, la representation des reductions d'un systemes de reecriture avec 
abstracteur comme les GRSs ou les HRSs semble plus compliquee et necessite I'utilisation d'un 
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PT-calcul avec une theorie T d'ordre superieur. 

Nous avons utilise les ensembles comme moyen de representer le non-determinisme et nous 
avons mentionne que d'autres structures peuvent etre utilisees. Par exemple, si nous voulons 
representer tous les rcsultats d'une application et non seulement les rcsultats difFerents, alors des 
multi-ensembles doivent etre utilises et si I'ordre des resultats est significatif alors une structure 
de liste est plus appropriee. Nous avons done entame avec Claude Kirchner et Luigi Liquori 
I'etude d'une autre description du /9-calcul ayant comme parametre non seulement la th6orie de 
filtrage mais aussi la construction utilisee pour structurer les resultats. Nous avons ainsi obtenu 
un calcul plus flexible et nous avons deja montre son pouvoir d'expressivite. Plus precisement, 
nous avons analyse la correspondance entre le p-calcul et deux calculs qui ont fortement influence 
la recherche dans le domaine des paradigmes orient6s objets : le "Object Calculus" de Abadi et 
Cardelli [AC96] et le "Lambda Calculus of Objects" de Fisher, Honsell et Mitchell [FHM94]. Nous 
avons defini les operateurs des deux calculs en utilisant les operateurs du p-calcul et nous avons 
montre qu'a toute reduction d'un terme t en t' dans ces calculs il correspond la reduction dans le 
/9-calcul de la p-translation du terme t en la p-translation du terme t'. L'approche que nous avons 
proposee permet la representation des objets dans le style des deux calculs mentionnes mais 
aussi des objets plus elabores dont le comportement est decrit en utilisant le filtrage. Nous envis- 
ageons de continuer ce travail en montrant la confluence des instances du p-calcul utilis6es pour 
encoder les formalismes ci-dessus et en proposant un systeme de types approprie dans ce contexte. 

Sur un plan pratique les difFerentes instances du p-calcul doivent etre implantees et utilisees 
comme outils de r6ecriture. Nous avons realise une implantation en ELAN du p0-calcul et nous 
avons experimente difl'erentes strategies d'evaluation. Nous voulons continuer dans cette direction 
et decrire des paradigmes orientes objets en s'appuyant sur I'implantation du p^-calcul. Dans le 
cadre de I'etude des paradigmes orientes objets en reecriture, Hubert Dubois a realise une version 
objet du langage ELAN dont la semantique operationnelle est fournie par le p-calcul. 
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Resume 



L'objet de cette these est I'etude d'un calcul permettant de decrire I'application de regies de reecriture 
conditionnelles et de representer les resultats obtenus. Nous introduisons le calcul de reecriture, appele 
aussi le rho-calcul, qui generalise la reecriture du premier ordre et le lambda-calcul tout en permettant 
d'exprimer le non-determinisme. Dans notre approche, I'opcrateur d'abstraction ainsi que I'operateur 
d'application sont des objets du calcul. Lc rcsultat d'unc reduction dans le calcul de reecriture est soit un 
ensemble vide representant I'echec de I'application, soit un singleton representant un resultat deterministe, 
soit un ensemble ayant plusieurs elements representant un choix non-deterministe de resultats. 

Au cours de cette these nous nous concentrons sur les proprietes du calcul de reecriture utilisant 
un filtrage syntaxique pour lier les variables a leurs valeurs actuelles. Nous definissons des strategies 
d'evaluation garantissant la confluence du calcul et nous montrons que ces strategies deviennent triviales 
pour des restrictions du calcul de reecriture general a des calculs plus simples comme le lambda-calcul. 
Le calcul de reecriture n'est pas terminant dans le cas non-type mais la terminaison forte est obtenue 
pour le calcul simplement type. 

Dans lc calcul dc reecriture ctcndu par un opcratcur permettant de tester rcclicc de I'application nous 
deflnissons des termes representant la normalisation innermost et outermost par rapport a un ensemble 
de regies de reecriture. En utilisant ces termes, nous obtenons un codage naturel et concis de la reecriture 
conditionnelle. Enfin, a partir de la representation des regies de reecriture conditionnelles, nous montrons 
comment le calcul de reecriture pent etre employe pour donner une semantique au langage ELAN base 
sur I'application de regies de reecriture contrfilees par des strategies. 

Mots-cles: calcul de reecriture, reecriture, non-determinisme, strategic, filtrage, substitution, lambda- 
calcul, langage a base de regies. 

Abstract 

This thesis is devoted to the study of a calculus that describes the application of conditional rewriting 
rules and the obtained results at the same level of representation. We introduce the rewriting calculus, 
also called the rho-calculus, which generahzes the first order term rewriting and lambda-calculus, and 
makes possible the representation of the non-determinism. In our approach the abstraction operator as 
well as the application operator are objects of calculus. The result of a reduction in the rewriting calculus 
is either an empty set representing the application failure, or a singleton representing a deterministic 
result, or a sot having several elements representing a not-deterministic choice of results. 

In this thesis we concentrate on the properties of the rewriting calculus where a syntactic matching 
is used in order to bind the variables to their current values. We define evaluation strategies ensuring the 
confluence of the calculus and we show that these strategies become trivial for restrictions of the general 
rewriting calculus to simpler calculi like the lambda-calculus. The rewriting calculus is not terminating 
in the untyped case but the strong normalization is obtained for the simply typed calculus. 

In the rewriting calculus extended with an operator allowing to test the application failure we deflne 
terms representing innermost and outermost normalizations with respect to a set of rewriting rules. 
By using these terms, we obtain a natural and concise description of the conditional rewriting. Finally, 
starting from the representation of the conditional rewriting rules, we show how the rewriting calculus 
can be used to give a semantics to ELAN, a language based on the application of rewriting rules controlled 
by strategies. 

Keywords: rewriting calculus, rewriting, non-determinism, strategy, matching, substitution, lambda- 
calculus, rule based language. 



